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Pratarmeé

A. BirStuno skaitomas kursas — ,,4lgoritmy teorija®, $iuo leidiniu, yra prapleciamas auksStyju
mokykly studentams svarbia medziaga apie praktinj turimy ziniy panaudojima, sprendziant matematinés
logikos uzdavinius. Sis leidinys remiasi doc. S. Norgélos knygoje ,,Logika ir Dirbtinis intelektas
1Sdéstyta medziaga, bei lekt. A. Bir§tuno paskaity ir pratybu metu iSdéstyta medziaga. Dalis informacijos
yra paimta i§ internetiniy Saltiniy, bei kity aukStuyju mokykly literatiiros leidiniy. Sio leidinio esmé -
konkretus, struktiirizuotas konspektas, kuri biity lengva suprasti, kuris nebiity apkrautas per dideliu kiekiu
informacijos, o informacija jame bty désningai iSskirstyta i temas, kuriy kiekviena klasifikuota pagal tam
tikrus, su ta tema susijusius, désningumus. Prie kiekvienos temos yra pateikiama visa biitinoji teorija,
reikalinga Zinoti, norint i§spresti leidinyje pateiktus, bei panaSius matematines logikos uzdavinius.
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Pratybos nr.1. Hilberto tipo teiginiy skaiiavimas

Aksiomos:

1.1. A-> (B->A)
1.2. (A->(B->C) )->( (A->B) -> (A->C) )

('
2.1. A&B-> A
2.2. A&B->B

\2.3. (A->B) -> ( (A->C) > (A->(B&C)) )

('
3.1.A->(AVB)

3.2.B->(AVB)
3.3. (A->C) -> ( (B->C)->( (AVB)->C) )
—

—~
4.1. (A->B) -> (-B -> -A)

4.2. A->--A
43.--A->A
N~
A A-B
Ir Modus Ponens(toliau — MP) taisyklé: T

Paprasciau:
IS aksiomos A, ir formulés, kuri susideda iS A->B. B yra bet kokia formulé(ne aksioma), gauname formule B.

Zenkly reikimeés:

“w'y

Zenkliukas ,, |-“ Zymi, kad formulé F yra tapadiai teisinga. Zymime |-F.

Zenkliukas ,—“ Zymi neigima. Invertuoja teiginio/prielaidos reikimes.

Zenkliukas ,,/\“ yra ekvivalentus Zenkliukui ,&“ ir Zymi logine daugyba(konjunkcijg). Teiginys teisingas tik tuomet
kaip abu teiginiai A ir B yra teisingi.

Zenkliukas ,V“ zymi logine sudétj(disjunkcijg). Klaidingas tik tuomet, kaip abu A ir B yra klaidingi.

Zenkliukas ,->“ Zymi logine i$vada(implikacija). Klaidingas tik tuomet, kai i$ teisingos prielaidos(A) seka klaidinga
iSvada(B).

EiliSkumas:
1.Neigimas (=)

2.Loginé daugyba ( & ).
3.Loginé sudétis (V).
4 .Kitos operacijos.

Teorija:
Dedukcijos teorema (Zymime D.T.) :

'FA—>B&~T,A B

Pastabos:
1. Zenkliukas “I'”(gama) Zymi prielaidas, raidés A,B formules. A — prielaida, B — i$vada.
2. Dedukcijos teoremg galime taikyti tol, kol misy formuléje yra implikacija( -> ).

-6 -
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Uzdavinys nr.1:

2.f) Naudojantis dedukcijos teorema(D.T.) jrodyti Hilberto tipo teiginiu skaiciavime:

Fle>(a>r)) > ((p&a)>r)
Pastaba.(Pavyzdys): F(p & q)->(p V q) reiksty: IS prielaidos, jeigu abu p ir g teiginiai yra teisingi‘, galime daryti

iSvadq kad ’bent vienas is teiginiy — p arba g, yra teisingas’.

Sprendimas:

<1>. Jeigu misy duotoje sglygoje randame implikacija, taikome dedukcijos teorema.

Pritaikome dedukcijos teorema:
D.T.THFA->B&T,A B

A=(p>(a>r)) ,B=((p&q)>r)
* A raide dedukcijos teoremoje pazymime formule ,,(p >(g->r) )”, B raide —,,( (p&q)>r )”.

<2>. Dedukcijos teoremg taikome tol, kol yra iSoriniy implikacijy iSvadoje. Gauname:
D Fe>(a>r) >((p&a->r)
g D.T.
2) p>(g>r) F (p&ag)>r
¢ D.T.

3) p>(a>r),p&q F r
I Daugiau dedukcijos teoremos nebetaikome, nes misy formuléje(iSvadoje) nebeliko implikacijy(=>)

Vadinasi reikia imti formule:

2 p>(q>r)p&q F r”
ir jg jrodinéti Hilberto tipo teiginiy skaiciavime(isskirti punktus, rasti aksiomas, bei pritaikyti MP taisykle).

<3>. Mums reikia jrodyti, kad formulé(isvada) ,,F = r“ yra tapaciai teisinga(placiau apie tapaty teisingumq
skaitykite — ,, Pratybos nr.3. Rezoliucijy metodas”).
*Sj kartqg misy iSvada F labai paprasta, todél iskart aisku kad formulé tikrai turés tapataus teisingumo varianta.

Vadinasi ieSkome aksiomos, kuri uzsibaigty misy ieSkoma formule F.
Rezultate, jei pasiseks, turétume gauti formule ,,i$ prielaidos(-y) seka iSvada“.
Rezultate gauti formule: ,r*

//Susizymime prielaidas:
L.p=>(g->r)-—- prielaida,

2.p&q - prielaida,

// Panaudojame 2.1. aksiomg ((A&B) — A)

3.p&?>p - 2.1. aksioma:A—p,B—-?

Pastaba. ] klaustuko vietg rasome bet k3, pvz. B— (p & q) . Taciau Zitdrime kas bty
prasmingiausia(padéty lengviau iSspresti).
Be to, negalime rasyti jau kartg panaudoti kintamojo, t.y. negalime vietoje B statyti to pacio k3

jstatéme, kaip B(ar bet kokio kito, jeigu yra) kintamojo.

// kas $iuo atveju yra B — spéjame, kas mlisy manymy yra geriausia. Siuo atveju mes norésime pasinaudoti
prielaida ,2‘, todél geriausiai tikty B — q:
3.p&gq~>p -—-- 2.1. aksioma: A=p,B-q
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// Pritaikome Modus Ponens taisykle

4.p - Pagal MPis2ir3//(ty.p&qirp&q=>p= P)
// Toliau taikome MP taisykle:
5.9>r - Pagal MPis4ir 1

// |sistatome j 2.2. aksiomg , (A&B) > B “, B—q. O kas yra A — spéjame, kas tinka geriausiai — Siuo atveju
geriausiai tinka A — p, nes yra tokia prielaida ,,2.“

6.p&qgq~>q - 2.2.aks.A—-p,B—q
// Dar kartg taikome MP taisykle:
7.9 - pagal MPiS 2ir 6

// Ir galiausiai, paskutinj kartg pritaike MP taisykle, gauname tai kg turéjome jrodyti H.T.T. skai¢iavime — masy
formulés isSvada F =r
8.r pagal MPis$ 7 ir 5.

Atsakymas:
Jrodyta, kad i$ prielaidy ,p = (g > r)“ir ,p & q“ tikrai seka misy ieskota iSvada ,,r“.

~ron ~ron ~roA ~A ~roA ~A ~A ~rs AN A A ~A ~A VLV NN VLV N NN VY]

Uzdavinys nr.2:
2.f) NESINAUDOJANT dedukcijos teorema(D.T.) jrodyti Hilberto tipo teiginiu skaiciavime:

((PVa&w)&prqVw

Sprendimas:
<0>.Imame ((pV q) &w) &p F qV w geltonai pazyméta dalj ir pritaikome 3.2 aksioma (ji baigiasi musy

ieSkoma formule F=q V w)
1.W->(qVw)
2.(pVQ) &w- W

<1>. Taikome 2.1 aksioma( A & B = A). Siuo atveju miisy A yra 2-ame punke geltonai pazyméta formulé:
3. (((PVa) &w)&7?) > @V &wW

<2>. Siuo atveju spéjame kas yra B.Manome, kad geriausiai tikty ,w".

3.(((pVa) &w)&p) > (pVq&w

4.((pvg)&w) &p - prielaida

// Du kartus taikome MP taisykle

5.(pVq) &W --- pagal MP i§ 3 ir 4.

6.. --- pagal MP i§ 5 ir 2.

// Ir gauname rezultatg paskutinj kartg pritaike MP taisykle:
7.qVw --- pagal MP i$ 6 ir 1.

Atsakymas:
Jrodéme, kad i$ prielaidos ,( (pV q) & w ) & p“ tikrai seka musy ieSkota iSvada ,q V w*.
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Pratvbos nr.2. Sekvekcinis skai¢iavimas G

Teorija.

1. Sekvencija ir jos antecedentas ir sukcedentas. Sekvencija vadiname reiskinj Ay, ..., A, By, ..., Bn:
&ia Ai(i = 1..n) bei B{i = 1..m) yra formulés, o n + m > 0. Sekvencijoje I |- Al - antecedentas, o A -
sukcedentas.

2. Sekvencinis skai€iavimas G. Sekvencijos iSvedimu sekvenciniame skai¢iavime G vadiname med;j,
kurio visose galinése virStinése (lapuose) yra aksiomos, likusiose virsiinése - formulés gautos pagal
kurig nors sekvencinio skaiciavimo taisykle is$ tiesiogiai virs jy medyje esanciy formuliy, ir Saknyje
esanti sekvencija lygi pradinei.

3. Jeisekvencija Ay, ..., A, By, ..., Bn yra iSvedama, tai reiskia, kad i$ prielaidy A, ..., A, seka bent
viena isvadais By, ..., B

4. Sakysime, kad sekvencija S (I | A) yra ivedama skai¢iavime G, jei galima sukonstruoti tokj

medj(grafy), kuriame:
1) Visose medZio mazguose yra sekvekcija .
2) Saknyje yra sekvencijal | A.
3) JeivirSlnés Sy ir S; yra virStinés S vaikai, tai sekvencija esanti virsiinéje S yra gauta pagal kazkurig
taisykle is sekvencijy, esanciy virsinése S; ir S.
4) Visuose medzio lapuose(galinése virSiinése) yra sekvencijos aksiomos.

Sekvencija turi VIENA aksiomg, ir daug taisykliy.

Sekvencijos aksioma: A, F, B Fc,FD

,kur A, B, Cir D - formuliu aibes(bet koks kiekis formuliy)

, F - kazkokia konkreti formulé ar kintamasis.

Kad détume + prie lapo(virsiinéje), jame turi bati dvi vienodos formulés po vieng kiekvienoje puséje.

Teorema:

Atkirtos taisyklé (zymime A.T.):
-p \"% Cl p Vv CZ
C11VC,

Pastabos:
1. Atkirtos taisykle per vieng operacijg galime taikyti tik vienai kintamyjy porai.
2. pVpVC=>pVC(
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Sekvencinio skaiciavimo G taisyklés:

Pilnos taisyklés:

e fuse Desinéje Kairéje

Implikacija | (—) Ffl T'F‘z : f Z; ;‘: B;‘jz oy [T - f:\ _ Il;lLBZxCZAz 44,4,
Kontl » CLEAS TTE 0 | LA

RerEieugy (- V) ri,l’FI;ZFFAZ:;lAA\'/]; ,Aj ) vy =2 F?; f\l i/éz szi BA’:Z; —
Neigimas | (- ) =5 ) e W oy

* Cialy, I, Ay, A,- bet kokio ilgio formuliy sekos. Arba tusti elementai.

** Taisyklés vardiklis — sglyga, skaitiklis — rezultatas.

Supaprastintos taisyklés:

Minimalistiné lentelé

(-=)A +B

(&) FA B

(V) HAB

(I— —|)A =

() FA BF

Supaprastinta lentelé
A+B FA BFr
iase |C7Passer
A +B AB +
=258 | ®Y aep v
+AB A+ BF
V) Tave V) AvEr
A+ A
(- _|) F—=A (=F) —A

(& -)A B

(VEH)AF B

() - A

-10 -
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Uzdavinys:

Ar formulé iSvedama sekvenciniame skaic¢iavime G:

1e) (pV(~(r->-a))) > (~aVp) F pV(r->-q)

Sprendimas:

(pv(-~(r>-q))) > (~avp) pV-

———————————————— ( Taikome ,, -V“taisykle, ¢ia A — geltonai, B — Zaliai ) (FV)

(pvi-tr>-0))) > tave) Hfg B
Zaliai) (F->)

———————————————— ( Taikome ,,-> F-” taisykle, ¢ia A — geltonai, B —
(oVv(~r>-0))) > avehf)r p (o)

( Taikome ,, /=" taisykle, ¢ia A — geltonai) (F-)
(pV(-r>-a))) > ,r,@kp
———————————————————— ( Taikome ,, =" taisykle, ¢ia A — geltonai, B — Zaligi)---------=--=------- (-> })

Paqal taisykle, miisy medis skyla j dvi atSakas, tad toliau sprendZiame kiekvieng Sakg atskirai

rnakop,

(FV)

(F-)

-
. .
’ ’

r, ol Fp, R
(->H) +
HOR -- ; Z q' Fp
// 1$ prielaidos ,r“ iSplaukia iSvada ,,r“ (-H)
// Vadinasi jrodyta q
// P.S. kadangi ,,p, p“ dubliuojasi,
// vieng ,,p“ galima nubraukti +

rnqtp p =(r->-q) ’ r,q Fp ; _

Visos virsiinés yra sekvencijos aksiomos.

-11 -
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Pratybos nr.3. Rezoliuciju metodas

Logikos operatoriy reikSmés:

Plga |-p |PVag|p&q |p—q |peg|p®qg |p/q
t |t |k |t t t t k k

t [k |k t k k k t t
k1t [t |t k t k t t

k [k |t k k t t k t
Teorija:

1. Disjunkty dedukciné sistema patikrina ar disjunkty aibé priestaringa.

2. Rezoliucijy metodas patikrina ar i$ prielaidy seka atitinkama iSvada.

3. Aibé yra priestaringa, jei su V aibés interpretacija 3 klaidinga aibés formulé.

Pvz. B={p&q, p->-q,pVq}:

m p&q |p->-q| pVq I§vad.a: form'uliq'aibé. Byra [:_Jr'ie§taringa.
0 0 0 1 0 ('I.'od<.a! ka.1d klekV|enc.>.Je. Ienteles. . N .
Interpretacija@» 0 1 1 eilutéje(interpretacijoje), 3 klaidinga aibés formulé ).
1 O 0 1 1 Pastaba: Jeigu 3-ty tokia aibés eiluté, su kuria visos
1 1 1 0 1 aibés formulés bty teisingos(t.y. 3 eiluté 1 1 1), tai
formuliy aibé B blty nepriestaringa.

2.Litera —tai kintamasis, arba kintamasis su neigimu. ( pvz. p, =g, w — literos )
3.Disjunktas — tai litery disjunkcija, t.y. formulé pavidalo: I \VV ...V I, kur I; — literos. ( pvz. p\/ =q V1)

4.Horno disjunktas — tai disjunktas, kuriame yra ne daugiau kaip viena neigiama jeitis. ( pvz. p\/ g V=1 )

Formulés:

Atkirtos taisyklé (Zymime A.T.):
—p V Cl P \"% CZ
C,VC,

Pastabos:

1. Atkirtos taisykle per vieng operacijg galime taikyti tik vienai kintamuyjy porai.

2. pVpVC=>pVC(C

3. Bandant iSvesti tuscig disjunkta, i$ disjunkty aibés S galime isbraukti visus disjunktus j kuriuos jeina
kintamasis, ir tas pats kintamasis su neigimu, nes jei nauja gauta aibé S’ bus priestaringa, taiir S —
priestaringa.

4. Bandant iSvesti tuscig disjunkta, tg padaryti yra kiek paprasciau, jei nagrinéjama disjunkty aibé S,
susideda tik iS Horno disjunkty.

-12 -
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5. Normaliné konjunkcija forma:
Normaliné konjunkcija forma(Zymime NKF) — tai formulé pavidalo:

D; &Dy &... & Di; ( Cia D; — disjunktas. )

Veiksmy seka, norint paprastai ir greitai gauti iS formulés jos NKF:

1. Eliminuoti visas logines operacijas, iSskyrus V, & ir =, t.y. panaikinti =, &, @ ir /:
A-B~-AVB
A-oB~(A-B)&(B - A)
A®B~—-(A< B)
A/B~ —(A&B)
2. Jkeliame — iki kintamuyjy, naudodamiesi De Morgano désniais:
-(AVB)~ -4 &—-B
-(A&B)~-A V -B
3. Taikome distribatyvumo désnius NKF gauti:
AV (B&C)~(AVB)&(AVCO)

Rezoliucijy metodas:
1. Turime formuliy aibe: Ay, A,, ..., A, = F (iS prielaidy I = {A4, ...} seka iSvada A{F} ) ir norime

patikrinti ar §j i$ prielaidy I tikrai seka iSvada F, todél j formuliy aibe B, iSvada raSome su neigimu:
2.B= {A]_, Az, ceey An, "F}

3. Naudodami elementarius matematinés logikos formuliy pertvarkius sukonstrukuojame NKF.
Konjunkcijas pakeite j kablelius, sukonstruojame disjungty aibe S:
S= { Dlr DZI ooy Dm }

4. Jei is aibés S(naudojant A.T.) iSvedamas tuscias disjunktas], tai vadinasi aibé S yra priestaringa: S H1.
Kitu atveju aibé S — néra priestaringa.

5. a) Jeigu disjunkty aibé S yra priestaringa, tai ir formuliy aibé B yra priesStaringa. Todél i$ prielaidy I’
SEKA iSvada F.

5. b) Jeigu disjunkty aibé S néra priestaringa, tai ir formuliy aibé B néra priestaringa. Todél is prielaidy I’
NESEKA iSvada F.

Pastaba. Jeigu formuliy sekoje, bandant iSvesti tusCig disjunktg i$ aibés S, pradedame gauti tuos
disjunktus, kuriuos jau turime, tai vadinasi disjunkty aibé S — néra priestaringa.
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Uzdavinys:
Rezoliucijy metodu patikrinti ar is prielaidy seka iSvada:
3d)p » (q&r),(qVt) » -ar - p - (=tVu)

Sprendimas:

1. Prielaidas ir iSvadg surasome j formuliy aibe B. ISvadg raSome su neigimu (t.y. tarsime kad teisingas
yra faktas — ,i$ prielaidy NESEKA iSvada“):

B={p - (q&r), (qVt) » -r, =(p » (=tVw) }

2. Taikome elementarius pertvarkymus, kad kiekvienai formuliy aibés B formulei gautume jai ekvivalencig NKF.

Dp - (q&r) ~-pV(P&q) ~ (=pV@) &(-pVr)
2)(qVEt) » ar ~=a(@VEOVar ~ (~q&-t)Var ~ arV(aq&—t) ~(=rV -q) & (=rV =t)
3)=(p » (<tVw) ~ =(=pV(=tVw)~p&-a(-tVu) ~p&(t&-u)~p&t&-u

3. Masy naujoji formuliy aibé B:
B={ (-pVq)&(pVr), (-irV-q)&(-rV-t), p&t&-u}

4. | aibés B sukuriame disjunkty aibe S, keisdami visas konjunkcijas j kablelius (visos konjunkcijos yra iSorinés):
S={(-pVq),(=pVr), (-«rV-aq),(—=rV-t), p,t,-u}

5. Sunumeruojame misy disjunkty aibés S formules:

S={-pVgq -pVr, —|rV—|q, ﬂrvﬂté t, —.u}

6. Bandome iSvesti tuscig disjunktg is aibés S taikydami atkirtos taisykle:

8 pV-r -pagal AT.is 1ir 3 (-pVqir-rV-q = -p V-r )
9.-pV q -pagal A.T.i§ 2ir 3
10. —r -pagal AT.is 4ir 6
11.r -pagal AT.is 2ir 5
12.0 -pagal A.T. i§10ir 11
7. Vadinasi is disjunkty aibés S iSvedamas tuscias disjunktas:
S=10

8. Todél disjunkty aibés S — priestaringa.
9. Kadangi S — priestaringa, tai ir formuliy aibiy B priestaringa.
10. Kadangi B — prieStaringa, tai reiskia jog i$ prielaidy I" seka iSvada F.

Atsakymas:
iS prielaidy seka iSvada.
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Pratybos nr.4-1. Turingo masiny variantai

Teorija:

Norint formaliai nagrinéti algoritmus kaip matematinius objektus, buvo pasitlyti jvairls skaiiavimo
modeliai: Turing’o masinos (beje, apibréztos gerokai anksciau uz realiy kompiuteriy atsiradimg), RAM
(tiesioginés kreipties j atmintj) masinos, dalinés rekursyviosios funkcijos, Markovo algoritmai.

Determinuota Turing’o masina interpretuojama kaip masina, turinti begaline juostg, suskirstytg j Igsteles,ir
palei juostg slenkancig skaitymo bei raSymo galvute, kuri fiksuotu laiko momentu mato vieng
juostos lgstele ir gali perskaityti, koks abécélés 5 Zenklas ten jrasytas, vietoje jo jrasyti kitg Zenklg bei
pasislinkti per vieng lgstele j kaire arba j desSine, arba likti stovéti toje pat vietoje. Aibé {K,N,D} yra
galimy galvutés postimiy aibé, kur K atitinka postlimj j kaire, D atitinka postimj j deSine, ir N reiskia,
kad galvut’e niekur nejuda.

Vienas i$ Turing’o masinos abécélés Zenkly vadinamas tusciu (“blank”)ir Zzymimas b (b € 5). Jis yra
skirtas tus¢ioms Igsteléms Zyméti ir negali blti naudojamas pradiniy duomeny bei tarpiniy rezultaty, su
kuriais dirba Turing’o masina, kodavimui. Duomenys tarp saves atskiriami vienu ar daugiau tusciy Zenkly
ar kitais sutartiniais abécélés zenklais. DeSiniau nuo paskutiniy duomeny visa juosta vél uzpildyta tusciais
Zenklais.

Vienajuosteé Tiuringo masina

Apibrézimas. Turing’o masina(toliau TM) (arba 1-juoste determinuota Turing’o masina) vadiname rinkinj

M =< ZrQr 61 o, F>

kur:

e Y ={ay, ..., an} yra baigtiné aibé, vadinama abécéle; [0,1,...,b], kur b — tuscias elementas ,blank’
*Q={qo, q1, - . ., q«} yra baigtiné biseny aibé;

*d:QxY>QxYx{KN,D} yradaliné (ne visur apibréZta) peréjimy funkcija;

(K —j kaire, D — j desine, N — nejudeéti, likti vietoje)

® go € Q — pradiné blsena; ir

¢ F C Q yra galutiniy bseny aibé.

& — yra komanda, su reikSme, pvz. ,,6(do,0) =(q1, 1, D)“.
Ji reiskia, kad masina bidama blsenoje, qo" ir sutikusi skaiciu ,0“, turi pereiti j blseng ,,q,“, vietoje skaiciaus ,0
jrasyti skaiciy ,, 1, ir pasislinkti per vieng simbolj j deSine puse.

Vienajuosté “vienos juostos - vienos galvutés” Tiuringo masing dar vadinama standartine Tiuringo
masina.

k-juosty Tiuringo masina

Daugelio juosty TM turi keletg juosty ir keletg galvuciy — po vieng kiekvienai juostai. Kiekviename
Zingsnyje visos galvutés skaito po vieng simbolj, priklausomai nuo perskaitytos aibés ir vidinés automato
blsenos pakeicia simbolius ir perstumia galvutes j kaire ar desSine.

Parodoma, kad tokia k-juosté TM gali blti sumodeliuota standartine TM, skaic¢iuojancia tg pacia funkcija.

Naudojant k juosty, Tiuringo masing taip pat galima aprasyti lygiai taip pat. Skirsis tik vienintelé
komandos ( & ) funkcija:

k k
*d:Qx5> > Qx(Yx{KN,D}) -yradaliné (ne visur apibréZta) peréjimy funkcija;
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Daugelio juosty TM

L @
*—>
e ®

>lalalbl b I/ [ .. |

>lalbl bl [al/] | | |
>|blalal (bl | [ | e |
2008 C5 Maciulevicius 27

Trijuostéje tiuringo masinoje iSskriamos 3 — duomeny, darbiné ir rezultaty juostos.

Pavyzdys:

3-juostés TM komandos pavyzdys:

6(qo,0,1,b) =(g2, 0,1,1, K,D,N)

// Sig komanda jvykdome, jeigu esame g0 bisenoje ir sutikome 0 — pirmoje juostoje, ,1“ — antroje, ir

// ,b“—trelioje juostoje.

// Po komandos jvykdymo, blisena bus pakeista j g2, j 1-3jg juosta bus jrasytas ,0“, j 2-3j — ,1“, j 3-igjg —,,1“.
// 1-os juostos galvuté bus pastumta per vieng pozicijg j kaire puse,

// 2-0s juostos galvuté — per vieng pozicijg j desine puse, 3-ios juostos galvuté — nejudés niekur(liks vietoje).

Pastaba:
TM begalybe Zymi be galo dirbanti masina, t.y. ji neturi patekti j galutine blseng, o bidame ne galutinéje
blsenoje gali vykdyti begalinj cikla nejudant vietoje.

Deterministiné ir nedeterministiné Tiuringo masinos

Apibrézimas. Jei kiekvienai simbolio ir blsenos porai yra daugiausiai viena reikSmé veiksmy lenteléje, Tiuringo
masina vadinama deterministine, prieSingu atveju — nedeterministine.
Deterministinés turingo masinos komandos pavyzdys:

6(qp,0) = (a2, 1, D)

0 3 // Sios eilutés naudoti negalime, jeigu siekiame kad miisy masina bty deterministiné.
Sig maging padarome nedeterministine, priskirdami daugiau kaip viena reikm$me veiksmy lenteléje:

6(qp,0) = (a2, 1, D)

6(qp,0) = (a3, 0, D)

Pastaba. Nedeterminuotos Turing’o masinos paprastai naudojamos ne bet kokioms funkcijoms apskaiciuoti, o tik
taip vadinamy egzistavimo problemy sprendimui, t.y. kai reikia tik atsakyti, ar sprendinys egzistuoja ar ne.
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Tiuringo Masiny uzdavinys:

1) Parasyti 3-juoste Turingo masina su abecele 3 = {0, 1, b}, kuri skaiciuoja funkcija (laikome, kad argumentas x
atskirtas nuo argumento y lygiai vienu simboliu b):

a)flx, y)=x+y

Pirmiausia mums reikia suprasti Sios TM algoritma.

Tada parasysime sprendimg vienajuostei determinuotgjai Turingo masinai.
UZraSyti rezultatg vienajuosei TM.

Tada parasysime sprendima trijuostei determinuotajai Turingo masinai.

ik wnNne

UZrasyti rezultata trijuostei TM.

TM uzdavinio sprendimas(vienajuostei TM):

1. Sprendimo algoritmas:
Dvejetainio sumatoriaus algoritmas yra puikiai aprasytas Stasio Maciuleviciaus knygoje ,,Kompiuteriy teorija“:

5.3.3.Dvejetainiy skaiciy sumatorius
1.Reikia sudéti du skaicius m ir n, atvaizduotus dvejetainiu kodu (5.3.7 pav.).
2.Skaiciai turi vienoda skil¢iy skai€iy, suma turi biiti patalpinta pirmojo skaiciaus vietoje.

AJAjo |1 (1 (01 jo 1 |BjojoOo |1 |1 |10 ]0]|C

m n A
(5.3.7 pav. Pradiné juosta)

Dvejetainio sumatoriaus (T.M.) blseny diagrama(5.3.8 pav.):

Atimti

Prideti 17

(Cia S raideé zZymi tq pati kq ir N — nejudeti, likti vietoje, Pr — pradiné biisena, B — ,, blank " simbolis,
K — postimis  kaire, D — postamis | deSine puse)

3.Masinos darbo algoritmas labai paprastas — i$ skai¢iaus n atimamas -1 ir prie m
pridedamas 1. Procesas kartojamas, kol n=0. Po darbo juostoje (5.3.9 pav.) vietoje
skai¢iaus m suformuojamas rezultatas — m+n.

Ala[B[B|N[8 (B B[E[B[r]r]s]r]r]1]r]c

m+n A
5.3.9 Skaiciavimy rezultato juosta
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2. TM uzdavinio sprendimas(vienajuostei TM):
Jdomumo délei — galime ir sSiek tiek kitoks algortimas. Vietoje atimties, skaiCiy n galime tiesiog invertuoti, ir
pridedinéti po +1 tol, kol desiniausias is skaic¢iaus n kairés pusés 0 Zenklas pavirs j vienetq.

0. Pradedame ties tasku C:

AlAlO(1T 1T /Ol (O]l ' B|O|O |1 |1 |1 10 ]0|C
m n A

0. Sutinkame Zenklg ,,blank” ir judame j kaire puse:

6(q01b) = (qllblK);

6(00,0) = (qge,b,N);  // Klaida, pereiname j klaidos bliseng ir sustojame
6(0o0,1) = (gee,b,N);  // Klaida, pereiname j klaidos biseng ir sustojame

1. IS skaiciaus ,,n“ atimame -1.

a)leigu skaiciaus n paskutinis skaicius yra ,,0, paskutinj skaitmenj kei¢iame j ,, 1“ ir vaZiuojame j kaire
puse(keisdami visus nulius j vienetus(0->1)) tol, kol surandame pirmg ,,1“.

b)Jeigu skaiciaus n paskutinis skaicius yra , 1“, paskutinj skaitmenj kei¢iame j ,,0“ (atimame -1) ir pereiname prie
skaiciaus ,,m“.

1.a) Radome, kad paskutinis skaiciaus ,,n“ skaitmuo yra ,, 1%, kei¢iame jj j ,,0“(atimame -1), nustamtome biseng
»03” ir einame j kaire puse ieSkodami ,blank” simbolio (persokame iskart j 4 etapg).
6(qlll) = (q?ullK)l

/1.b) Radome, kad paskutinis skaiciaus ,,n“ skaitmuo yra ,,0“, todél jjungiame atimties reZimg(nustatome biseng
»02”) ir ieSkome pirmojo vieneto.

6(91,0) = (92,1,K);

6(q,b) = (gse,b,N);  // Klaida, pereiname j klaidos blseng ir sustojame

2.a) Antras nuo desinés arba tolimesnis skaiciaus ,n“ skaitmuo yra ,0“, todél jj keiciame j ,,1“ ir toliau vaZiuojame j
kaire.
6(‘]2,0) = (qZIllK)l

2.b) Keitéme skaiciaus ,,n“ skaicius is ,0” j ,,1“ tol, kol galiausiai priéjome pabaigg(skaitiaus ,m*” pradzig) — radome
simbolj ,,blank”. (A — Zymi esamg galvutés pozicij3)

Ala[N B[00 [@[B[E[B]r]r]r]r]s]r]s]c

m+n A
Vadinasi, mes jau suskaiiavome suma. Kei¢iame bliseng j ,qs". (perSokame prie etapo nr.11)
5(qub) = (q14lblK);

3. Puiku, radome ,,1“. Jj keic¢iame j ,0“, iSjungiame atimties reZimg(nustatome biseng ,qs“), ir einame j kaire puse
ieSkodami ,,blank” simbolio.
6(q211) = (q3IOIK);

\
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4.a) leSkome... (tai ne , blank” simboliai, todél paieskg tesiame nekeisdami bisenos)
6(a3,0) = (g3,0,K);
6(q3/1) = (Q3;1;K);

4.b) Puiku, radome ,,blank” simbolj, jjungiame sumatoriaus reZimg(nustatome biseng ,,q:1“), ir einame j toliau j
kaire puse.
6(q3,b) = (qlllbrK);

5.a) Radome, kad paskutinis skaiciaus ,,m“ skaitmuo yra ,0“, keiciame jj j ,1“(prie skaiCiaus m pridedame +1),
nustatome blseng j grjizZimo, ir pakei¢iame galvutés kryptj is ,K“ j ,,D“. (perSokame iskart j 7 etapg)

6(911,0) = (q13,1,D);

6(g11,b) = (qee,b,N);  // Klaida, pereiname j klaidos blseng ir sustojame

-

5. b) Radome, paskutinis skaiciaus ,,m“ skaitmuo yra , 1%, todél kei¢iame jj j ,,0“(prie skaiciaus ,m“ pridedame +1),
jjungiame pridéties rezimg(nustatome biseng ,q1,") ir keiciame vienetus j nulius(1->0) tol, kol sutinkame nulj.
6(011,1) = (012,0,K);  // Paskutinis yra 1, kei¢iame j 0.

6(q12,1) = (012,0,K);  // Keic¢iame visus 1->0, kol sutikinéjame tik vienetus.

6(g12,b) = (qee,b,N); // Klaida, pereiname j klaidos biseng ir sustojame

6. Sutikome ,,0“, kei¢iame jj j ,1“, iSjungiame sumavimo reZimg(nustatome biseng ,q.3") ir kei¢iame galvutés
kryptj(griztame atgal j skaiciaus pradzig).
6(quro) = (q13r11D);

7. leskome skaiciaus m pradZios — ,,blank” simbolio.

6(q13,1) = (q13,1,D); // leskome skaiciaus pradzios

8. Puiku, radome skaiciaus ,m“ pradzig. Pereiname j grjzties blseng - einame j skaiciaus ,,n“ pradzia.
6(ql3lb) = (q4IbID)I

9. Jau esame skaiciuje ,,n“, jeigu sutinkame ,,0“ arba ,, 1“ — judame j deSine puse toliau. Jeigu sutinkame simbolj
»blank” — vadinasi radome skaiciaus ,n“ pradzia.

6(04,0) = (q4,0,D); // leSkome... (tai ne , blank” simbolis, todél ieSkome toliau)

6(q4,1) = (q4,1,D); // leskome... (tai ne ,blank” simbolis, todél ieSkome toliau)

10. Puiku, radome skaiciaus ,,n“ pradzig — ,blank” simbolj. Vadinasi ciklas pilnai apsisuko, ir grjztame j buseng ,,q.“

ir kei¢iame galvutés kryptj j K. (perSokame j 2 etapg).
8(qa,b) = (q1,b,K);
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11. (pabaigos etapas nr.1) Einame per skaiciy ,,m*“, (dabar tai jau skaicius tapes ,,m+n“), ieSkodami ,blank”
simbolio — skaiciaus ,,m+n“ pradZios (paveikslélyje jj zymi raidé A, A — Zymi galvutés pozicijg po to kai ji patenka j
galutine biseng —,,q15“).

6(014,0) = (014,0,K); // leskome... (tai ne ,blank” simbolis, todél ieskome toliau)

6(014,1) = (014,1,K); // leskome... (tai ne ,blank” simbolis, todél ieskome toliau)

12. (pabaigos etapas nr.2) Puiku, radome skaiciaus ,,m+n“ pabaigg, nustatome galutine blsenga j ,q:5“, bei galvute
perkeliame j pirmajj skaiciaus ,,m+n“ skaitmen,;.
6(q14rb) = (qls;b;D);

AJA]|T1l |0 |1 [0 |0 O |1 |B|1 |1 |1 |1 |1 ]1]1 |C

A m+n

Atsakymas:
TM abécélé:
>={0,1, b}

TM baigtiné blseny aibé Q yra:
Q = {q0,91,92,93,%4,911,%12,913,914,%15,CFs0}

TM galutiniy buseny aibé F yra:
F = {15,990}

Patogiausia komandas uzrasyti lentele, kurioje stulpeliai sunumeruoti abécélés 5 simboliais, o eilutés — blsenomis:

0 1 b

Yo oo, b,N Qg9,b,N a1,b,K

d1 q2,1,K gs,1,K Qg9,b,N
92 92,1,K g3,0,K q14,b,K
93 | 930K gs,1,K q11,b,K
ds | 940,D 94,1,D a1,b,K

Qu | 913,1,D 012,0,K Qog,b,N
912 | 913,1,D 912,0,K Qog,b,N
Qi3 | - J13,1,D q4,b,D

Qi | 914,0,K J14,1,K Q15,b,D
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TM uzdavinio sprendimas(3-juostei TM):

Sprendimo Algoritmas:

susidedame du skaicius j dvi atskiras juostas ir nueiname j ty skaiciy galg. Po to judédami j kaire, po 1 skaitmet;j
darome sumavimag tarp 1-os ir 2-0s juosty, rezultatg rasydami j 3-igjg juostg. Jeigu sumavimo rezultatas yra
didesnis nei +1, patenkame j blseng ,,mintyse +1“. IS Sios blsenos grjZztame, kai skaiCiaus mintyse nebelieka.

Sprendimas:

1. Pradedame ties pirma IS KAIRES netuscia lastele biisenoje qoir TM: juostoje nr. 1:

AlA(O (>l (1 jo 1 joj1r Bjfojo |11 j1jJjojo|C

A m 1

2. Perkeliame skaiciy X j 2-3jg juosta(pirmoje juostoje judame j desine tol, kol pasiekiame tus¢iq Igstele b):
6(go, O,b,b)=(qe, b,0,b, KK,N);
6(do, 1,b,b)=(qe, b,1,b, KKN);
6(qe, b,b,b)=(q1;, b,b,b, KN,N);

3. Su pirmaja juosta nuvaziuokime j galg. Pasiekus pabaigg, 1-ojoje ir 2-oje juostoje skaitymo galvutes
nustatykime ties pirma netuscia Iastele IS DESINES:
6(q;, 0O,b,b)=(qs, 0,b,b, KN,N);
6(a;, 1,b,b)=(qy, 1,b,b, KN,N);
6(qy, b,b,b)=(g,, b,b,b, D,DN);

4. Sudékime du skaicius — skaiciy X, esantj 2-oje juoste, ir skaiciy Y — esantj pirmoje juostoje. Jeigu
rezultatas yra 1+1, tai patenkame j specifine blseng qs (atvejis - ,+1 mintyse“):
6(g, 0,0,b)=(qg,, 0,0,0, D,D,D);
6(q,, 0,1,b)=(q, 0,1,1, D,D,D);
6(g, 0,b,b)=(g,, 0,b,0, D,N,D);
6(q,, 1,0,b)=(q, 1,0,1, D,D,D);
8(a2, 1,1,b)=(qs, 1,1,0, D,D,D);
6(a;, 1,b,b)=(q, 1,b,1, D,KN);
6(g;, b,0,b)=(g,, b,0,0, N,D,N);
6(g;, b,1,b)=(q, b,1,1, N,D,N);
6(gz, b,b,b)=(qs, b,b,b, N,N,N);

5. Jeigu patekome j specifine blseng ,,+1 mintyse”:

6(qs, 0,0,b)=(q,, 0,0,1, D,D,D); // BIN: 0+0+1 = 1, grjZtame atgal j bisenq q, — ,,mintyse nieko néra”
6(qs, 0,1,b)=(qs, 0,1,0, D,D,D); // BIN: 0+1+1 = 0, toliau liekame biisenoje qz —,,+1 mintyse”
6(qs, 0,b,b)=(q,, 0,b,0, D,N,D); // BIN: 0+0+1 = 1, grjZtame atgal j bisenq q, — ,,mintyse nieko néra”
6(qs, 1,0,b)=(qs, 1,0,1, D,D,D); // BIN: 1+0+1 = 0, toliau liekame biisenoje qz —,,+1 mintyse”
6(gs, 1,1,b)=(qs, 1,1,0, D,D,D); // BIN: 1+1+1 = 1, toliau liekame bisenoje q; — ,,+1 mintyse”
6(qs, 1,b,b)=(qs, 1,b,1, D,KN); // BIN: 1+0+1 = 0, toliau liekame biisenoje qz —,,+1 mintyse”
6(qs, b,0,b)=(q,, b,0,0, N,D,N); // BIN: 0+0+1 = 1, grjZtame atgal j bisenq q, — ,,mintyse nieko néra”

[e4

(g, b,1,b)=(g,, b,1,1, N,D,N); // BIN: 0+1+1 = 0, grjZtame atgal j bisenq q, — ,,mintyse nieko néra”
8(gs, b,b,b)=(qs, b,b,b, N,N,N); // BIN: 0+0+1 = 1, patenkame j galutine bisenq ,,q,”
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Atsakymas:
1. Aprasykime biseny aibe:

Pratybos 1-10. Algoritmy teorija — uzdaviniy analizé ir jrodymai

Busena Blisenos Aprasymas

o Perkeliame skaiciy X iS pirmos juostos j antrajg
q1 Pasiekiame pirmos juostos pabaigg(kur pasibaigia antrasis skaicius)
q2 [MINTYSE: +0] Sudékime 2 skai€ius: X —i$ antros juostos ir Y —i$ pirmos juostos
qs [MINTYSE: +1] Sudékime 2 skaicius: X —i$ antros juostos ir Y —i$ pirmos juostos
da Galutiné bisena

2. TM abécélé:

> ={0,1, b}

3. TM baigtiné bliseny aibé Q yra:
Q = {CIO,CI1,QZ;CI3;CI4 }

4. TM galutiniy buseny aibé F yra:

F={qs}

5. Jdomumo ir iSsamumo délei, aprasykime Sig daugiajuoste TM, lentele:

0,b,b

1,b,b

b,b,b

o

0,0,b

0,1,b

qOIbIOI bl KI KIN

1,0,b

1,1,b

Yo, b/ 1/b/ Kl K/N

b,1,b

qllblblblKl NIN

a1

41,0,b,b,K,N,N

q1,1,b,0,K,N,N

d2,b,b,b,D,D,N

q2

42,0,0,0,0,D,0

420,1,1,0,0,0

42,0,b,0,0,N,D

421,0,1,0,0,0

93,1,1,0,0,0,D

a2,1,b,1,D,KN

q2,b,0,0,N,D,N

d2,,1,1,N,D,N

q4rbrbrbrN/NrN

as

92,0,0,1,0,0,D

q3,0,1,0,0,0,D

d2,0,b,0,D,N,D

q3,1,0,1,0,0,D

q3,1,1,0,0,0,D

q3,1,b,1,D,K,N

d2,b,0,0,N,D,N

d2,b,1,1,N,D,N

q4lblblblNlNlN
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Pratybos nr.4-2. Baigtiniai automatai

Teorija:
Skirtumas nuo TM. Nuo Tiuringo masiny baigtiniai automatai(toliau B.A.) skiriasi tuo, kad sustoja ne
pateke j specialig blseng, o sutikus ,,b“ (tusc¢ig) Zenkla.

Vaizdavimas. B.A. daZniausiai vaizduojamas orientuotu grafu. O bisena, j kurig patenkama visais
nenumatytais atvejais, vadinama ,juodaja skylé”.

17. Baigtinio automato kalba. Baigtinio automato kalba vadinsime aibe, abécélés %, ZodZiy su kuriais

baigtinis automatas patenka j galutine busena.

Komandos formatas:
Apibrézimas. Baigtiniu automatu vadiname vienajuostés TM rinkinj:

M =< ZrQr 61 o, F>

kur:

e > ={ay, ..., a,} yra baigtiné aibé, vadinama abécéle; [0,1,...,b], kur b — tusCias elementas ,blank’
* Q={qo, a1, . . ., Qx} yra baigtiné blseny aibé;

¢ §:Qx3 > Qx3 yraperéjimy funkcija, pvz. ,,6(qo,0) = (g1, 1)

® (o € Q — pradiné blsena; ir

¢ F C Q yra galutiniy baseny aibé.

UZdavinys nr.1.
5. Rasti duotos kalbos baigtinj automata.
d) A= {1*"'0* n=0,1,..,m, m=0,1,2,...}

Sprendimas:
Misy baigtinio automato kalba bus A={1, 111, 11111, 1111111, ..., 100, 11100, 10000, 111110000, ... }

Pastaba |. Blsena g9 — B.A.

0 “juodoji skylé”.
/-\ m f_ﬂ_\\‘o Pastaba II. Kai B.A. grafas
° 1 .Q1 : Qa tampa labai didelis, vietoje
o : visy raudonai pazymeéty

1 keliy(keliy j ,,juodaja skyle”)
galime nebraizyti, vietoje to
uzrasydami sakinj ,, Visi kiti
veda j gq“.

Pastaba Ill. B.A. ,Juodoji
skylé néra jtraukiama j
galutiniy buseny aibe.

Atsakymas.

F={qzq4}
(B.A. galutiniy baseny aibé)
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Uzdavinys nr.2.
A, B, C—B.A. kalbos. A’,B‘, C* —Siy kalby B.A. grafai. Rasti grafy A“XB’, bei A’XB‘XC" dekarto sandaugg,
bei parodyti, kad jei A,B,C — B.A. kalbos, tai ir AUB, ANB, AUBUC, ANBNC — taip pat B.A. kalbos.

Duota:

AT B": % Py 3

0,1

[ Fe = {a0.4,) |

Apibr.: grafy G; ir G, dekarto sandauga vadiname grafg, kurio virStinés yra visos jmanomos virsiniy pory

kombinacijos i$ grafo G; ir G, virSUniy aibiy su Zyme a, t.y.: {V(qi, q]-), q;~ (@) —qj: q; € Gy, q; € Gy }.

Svarbi pastaba: Ir paprasto B.A. grafo, ir Dekarto sandaugos B.A. grafo atveju visuomet i$ kiekvienos virsiinés
iSeis NE MAZIAU KAIP 2 lankai(su parametrais a=0 ir a=1) arba 1 lankas su parametru(a=0,1).

Sprendimas:
1) Lankas, su Zyme ,a“, tarp grafo G; X G, X ... X G, vir§lniy (qil, Qiyr e qim) ir (qjl, Qjyy s q]-m) 3ttt
jei 3 lankai suZzymea, i$ q;, ] qj, grafe Gy, Ciak =1,2,..,r

A‘xB’:

1 1 Atsakymas:
Fanp = {(q1,90)}
(d10,90) (Q9,Clo AnB
° (d1,90) Faus = (40,40, @190, (@1, 1), (4o, 40))

ZodisZ € (AUB) tt.t,jei ZEA arba ZEB.

> JodisZ € (ANB) ttt,jei ZEA ir ZEB

(q0,91) (91,91) (q9,91)
1

2) Norédami surasti grafg A’xB’xC’, tai galime padaryti 3 budais:

a) |SsiraSyti visas galimas orientuotas jungtis tarp virsiniy. Tuomet beliks apsibraukti tuos variantus,
kurie 3 grafuose.
[BUDAS A: Jprastas tipinio uZdavinio sprendimo laikas: ~1 val. 20min.]

b) Susidaryti lentelg, ir susizyméti ,,+“ bei ,-“ Zenklais, atitinkamai, jei lankas 3arba A.
[BUDAS B: prastas tipinio uZdavinio sprendimo laikas: ~55 min.]

¢) PAPRASCIAUSIAS BUDAS: pasinaudoti duomenimis i$ jau anks&iau apskai¢iuoto grafo D’= A‘xB’ , ir
skaiciuoti Dekarto sandaugg grafams D’ ir C/, t.y. E’= D‘xC’.
[BUDAS C: Jprastas tipinio uZdavinio sprendimo laikas: ~15 min.]
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Parasysime sprendimg keliais budais:

a) ISrasykime visas galimas jungtis tarp virSianiy. Paprastumo délei blseng g; Zymékime tiesiog skaiciu ,,i“, o
lanka su kryptini j skai¢imi ,x“ Zymékime ,>[x]>“ bei ,,<[x]<“:

000>[0]>000; 000>[0]>001; 000>[0]>002; 000>[0]>009; 000<[0]<000; 000<[0]<001; 000<[0]<002; 000<[0]<009;
000>[1]>000; 000>[1]>001; 000>[1]>002; 000>[1]>009; 000<[1]<000; 000<[1]<001; 000<[1]<002; 000<[1]<009;
000>[0]>010; 000>[0]>011; 000>[0]>012; 000>[0]>019; 000<[0]<010; 000<[0]<011; 000<[0]<012; 000<[0]<019;
000>[1]>010; 000>[1]>011; 000>[1]>012; 000>[1]>019; 000<[1]<010; 000<[1]<011; 000<[1]<012; 000<[1]<019;
1115[0]>110; 111>[0]>111; 111>[0]>112; 111>[0]>119; 111<[0]<110; 111<[0]<111; 111<[0]<112; 111<[0]<119;
1115[1]>110; 111>[1]>111; 111>[1]>112; 111>[1]>119; 111<[1)<110; 111<[1]<111; 111<[1]<112; 111<[1]<119;

Taip iSrase visus variantus, apsibrauksime tuos elementus, kur 3 kelias grafuose, bei pazymésime tai
naujajame grafe.

Taciau visy varianty iSraSymo procesas gali pareikalauti nemazai laiko.

b) Sudarykime lentele (jei lankas yra — Zym. ,+“ jei ne —Zym. ,-“):
dx,qy, 90 dx, 4y, q1 dx,qy, 492 Ax,qy, 499

X=0[X=0 X=1 X=1 [X=9 X=9 X=0 [X=0 [X=1 [X=1 [X=9 X=9 [X=0 [X=0 [X=1 [X=1 [X=9 X=9 X=0 [X=0 [X=1 [X=1 [X=9 [X=
Y=0[yY=1 |yY=0 |Y=1 [Y=0 [y=1 [Y=0 [Y=1 [Y=0 [Y=1 [Y=0 [Y=1 [Y=0 |Y=1 [Y=0 [yY=1 |Y=1 [Y=0 [yY=0 |Y=1 [Y=0 [yY=1 [Y=0 |9

90,90 90

90,90 91

Trilr[Te|lo(Tr|lrTelle

99,91, 99

TriLr(Te|le

Lentelé yra iSties didelé, todél spresti lentelés bldu, trijy ar daugiau grafy Dekarto sandaugy uzdavinius gali
bati sudétinga.
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¢) Nubrazykime grafg E‘— grafy D’ ir C* Dekarto sandauga: E’= D‘xC’, kur D’= A‘xB’ .

D

’,
‘ 1
(90,90)

1
(99,90)

/_\‘.m

L%@

o
0
o
(90,91) (q1,91) (q9,91)
1 /| Frop ={@190)} | | Fo=1{40,q2} |
Sprendimo algoritmas:
1) Susiradykime visus lankus i3 grafo C*:
[ Jos0)s[ 1 [ os(1)-[
[ 105 2 [ i) 1
[ 2>(0)5 o [ 2s1)[ Jo
DQ%{O)» DQ DQe(l)» DQ
2) Susiradykime visus lankus i$ grafo D' = A’ X B’:
>(0)> >(0)> >(0)> >(0)> >(0)> >(0)>
>(0)~>
>(0)~>
>(0)~
(1)~ o0 5(1)>o1] 5(1)>[90) 5(1)>o1] 5(1)-/00) 5(1)>o1]
3) Sudarykime bendrg lanky E‘ = D‘ X C‘ lentele, imdami ir grupuodami duomenis i$ 1) ir 2) punkty:
0»(0)9 1 0»(0)» 1 0»(0)9 1 0»(0)» 1 0»(0)9 1 0»(0)» 1
19(0)9 2 19(0}9 2 19(0)9 2 19(0}9 2 19(0)9 2 19(0}9 2
0025(0)> 119 | jp125(0)> [1de | [1025(0)> 1o | [1225(0)> 200 | [9025(0)>o19 | o125(0) fode
0095(0)> 119 | [0195(0)> 1009 | [1d9>(0)> 119 | [1195(0)> 10 | Pdo>(0)> (o1l | o1o->(0)-[o09
0»(1)9 1 0»(1)9 1 0»(1)» 1 0»(1)9 1 0»(1)» 1 0»(1)9 1
19(1)9 1 19(1)9 1 19(1)9 1 @19(1)9 1 19(1)9 1 19(1)9 1
0025(1)>[000 | 0125(2)> 010 | [r0R25(1)>[900 | [1125(1)5o10 | B025(1)5 900 | [912-5(1) |91
009-5(1)>[009 | 019>(1)> 019 | [109-(1)>[900 | [1195(1)> 019 | Bo9(1)> o0 | [o1l9-5(1)-[o1e
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4) Nubrézkime grafg E‘’=D’xC’, kur D’= A‘xB’ . Kad buty paprasciau, lankus su a = 0 zymékime
ORANZINE arba BORDINE, o a = 1 — MELYNA arba ZALIA spalva:

D’xC’:
(d0,90,90) (00,90,91))  (90,90,92) (8l0,90,99
! [
\ \

(90,91Q

(q1,C]0;CIO)

(90,910Q2 Q1,C|9)
|
(QLO,QZ) ,CIQ)
4—
F

d

)

N

(90,921,920

(C]9;q1,C]0)

( Iqlqu) 1,1;CI9)
(99,90,92) l;qg,QO,CIg
(do,q1,91 (99,01,92) (0f5,91,99

-27 -

Atsakymas:

Fpnpnc =1
(91,90, 90), (41,90, 92)
}

Fpupuc = {

(90, 90, 90), (40, 90, 91), (90, 0. 2), (qo, G0, o),
(41,90, 90), (41,90, 91), (41,90, 92), (@1, G0, o),
(91,91, 90),(91, 91, 91), (41,91, 92D, (41,91, 99),
(9,90, 90),(@5, G0, 1), (9,0, 92), (qo, G0, o)

}.

1) ZodisZ € (AN B NC) t.t.t,jei
ZeA,ZeBir ZeC(;
2)ZodisZ€ (AUBUC) t.t.t,jei:
7€ A arba 7 € B, arba Z € C.
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Pratybos nr.5. A-skaiCiavimas

Teorija:
A-skaiCiavimas operuoja A-skaiciavimo termais.
Termo pavyzdys - X, y, 3. Sis kintamujy rinkinys yra vadinamas termu.
29.1. Kintamasis yra termas.
29.2. Jei E4, E; - termai, tai (E1E,) irgi termas (aplikacija).
29.3. Jei x - kintamasis, E - termas, tai Ax.E irgi termas (abstrakcija).

30. Termo redeksas ir jo santrauka. Termas, atrodantis kaip ,,(Ax.E)Y” vadinamas redeksu, o ,,E[Y / x]“
- jo santrauka, kur E, Y — termai.

30.1. ApibréZimas. Jei termas E = x, tai kintamojo x jeitis terme E yra laisva.
31. Termo B-redukcija. Termo B-redukcija vyksta tokiu badu:
1. leSkomas pirmas i$ kairés redeksas ir jis pakei¢iamas jo santrauka. Tai vadinama redukcijos
zZingsniu ir Zymima simboliu [
2. Perzilrime gautgjj termg, vél is kairés j deSine ir, jei randame redeksg, keiciame jj jo santrauka.
32. Normalinis termas. Nenormalizuojamas termas.

32.1. Termas vadinamas normaliniu, jei nejmanoma jo daugiau redukuoti. t.y. jame nebéra
redeksy.

32.2. Termas vadinamas nenormalizuojamu, jei jo nejmanoma redukuoti j normalinj terma.
PavyzdZiui, termas (Ax.(xx))(Ax.(xx)) nenormalizuojamas:

(Az.(zz))(Az.(zz))> (Az.(zx))(Az.(z2))>

33. A-skaiciavimo loginés konstantos:
0 - Ax.Ay.y (loginis TRUE / teisinga)
1 - Ax.Ay.x (loginis FALSE / klaidinga)

natdralusis skaicius k(Church skaicius):
0 =Af. Ax.x

1= Af. Ax.f(x)

2 = M. Ax.(f(f(x)))

Kk = Af. Ax.(f)

Jsidémétina:

0=0

1+1

Az.zux = (Az.zZ)u)x

(xy)u # x(yu)

Ax. Ay.(yz) = Ax.(Ay.(yz) )

Kas NERA termai:

Ax.Ay. — ne termas (tuscia termo Ay galiojimo sritis)
Axy —ne termas

Aux.z — ne termas (nex ,ux” — néra kintamasis
(Au.(ux))Az  —ne termas

[E1i(Ax.E)]Y ~ —ne termas
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Uzdavinys nr.1:
1) Funkcija -x yra definuojama termu Ax.((x0)1). Apskaiciuoti: -1 .

Sprendimas:

1. Taigi masy formulé atrodo taip:
f(x) = -x

2. |sistate gauname:
f(1)=-1

3. Misy termas E = Ax.((x0)1) .
// A-skaiéiavime visus skaiCius kuriuos apibrézia ieSkoma musy funkcija, statome j deSine puse paeiliui,
pvz. Jeigu turime funkcijg ,,f(x,y,z) = x+2y+3z” ir turime termg E, kuris apibrézia misy funkcija, tai j misy

termo formule jstatome skaicius 0, 1 bei 2 tokiu budu: [ [[(xE)(_0_)] - ] -] (¢ia E gali

bati pvz. ((x0)1) ). SprendZiama paeiliui — pirmiausia B-redukcija taikoma geltonam blokui, po to i$ to kas
liko, einama pries Zalio, ir galiausiai prie raudono bloko.

4. |sistatome skaiciy , 1“(kaip Zenklg Y, parysintas raudonai) j musy formule ir padarome redeksa
(AX.E)Y

[Ax.((x0)1)]1 &

// Sioje formuléje yra 3 loginés konstantos: 0, 1 ir 1. Galéjime i$ karto tiesiog i$sireiksti visas logines

// konstantas(0 ir 1) termais ir gauti: , » [Ax.((x Ax.Ay.y) Ax.Ay.x)] (Ax.Ay.x) “, bet aiSkumo ir paprastumo délei, to
// galime ir nedaryti, jeigu nereikia daryti spec. operacijy su veikimo sritimo (todél pakeiskime tik

// vidinius 0 ir 1 termais).

6. Taikome B-redukcijg(pirmas is kairés (Ax.E)Y junginys), kei¢iame visus nesuvarzytus(laisvus) ,x‘us”
terme E, termu Y. PabrézZiu tai, kad ziGrime batent ir TIK j terma E.
Pastaba dél suvarzymo. Sj kartg ZiGirime j x‘us, nes misy redeksas prasideda Ax. , jeigu prasidéty, pvz.

Ay, tada dél suvarZzymo tikrintume visus y‘us.
IJsistatom terma Y vietoje (L) x‘o

YN

& [AX.( (x (Ax.Ay.y)) (Ax.Ay.x) )] 1 & (1 (Ax.Ay.y)) (Ax.Ay.x) =
I

Laisvas (L) Termas E Y
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7. |sistatome vietoje ,,1“ jo reikSme , Ax.Ay.x“. O naujo rasto redekso terme E, kei¢iame
laisvajj(nesuvarzyty) x‘g termu Y(jsistatome).

= ( (AAY.X) (AAY.y) ) (AxAy.x) & (2 Ay. (Ax.Ay.y) ) (Ax.Ay.x) =
—

Laisvas (L) TermasE Y

8. |sistatome vietoje ,1“ jo reikSme ,, Ax.Ay.x“. O naujo rasto redekso terme E, kei¢iame
laisvajj(nesuvarzyty) x‘g termu Y(jsistatome). Tuomet numetame iSbrauktg tekstg ir keiciame terma
»AX.Ay.y“ jj atitinkancia konstanta ,,0“.

Suvari&(s)A /S

=( Ay. (A.Ay.y) ) (Ax.Ay.x) & (Ax.Ay.y) =0
\ J \ )
TermasYE YY
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Uzdavinys nr.2:

3) Funkcija x&y yra definuojama termu Ax. Ay.((xy)x). Apskaiciuoti 1&1.

Sprendimas:
Suskaiciuojame matematiskai:

f(x,y)=x&y => f(1,1)=1&1 =>1

Suskaiciuojame A-skaiciavimu:

1. ,x“jeitis yra suvarZyta, jei patenka j ,Ax“ veikimo sritj. Siuo atveju, terme E yra tik ,Ay“ veikimo sritis,
todél masy abu ,,x‘ai” yra laisvi(nesuvarZyti).

Zaliai - termas E, geltonai — termas Y. E, Y ir Ax sudaro redeksq.

. AR (1) @ >

Abu laisvi (L)

2. “Ax“pasinaikina, ,Y“ reiksmé jsistatato vietoje laisvy , x”.
Gauname redekso santraukgq:

> Ay.((1y)1) [l =

3.1. Jsistatome konstantos , 1 termq ir atliekame (-redukcijg naujai rastam redeksui.
Zaliai — E, raudonai - Y. ,,Ay" pasinaikina, vietoje ,,y“ jsistatome ,,Y* reiksme.
3.2. Galiausiai, vietoje ,,1“ termo jstatome jo konstantqg ,,1“.

= v (A T) @l = ((vchyx1)1 @ ‘\i’}“
-

Laisvas (L) Termas E E

Kadangi ,Ax.Ay.x“ yra termas E, o ,,Ax.Ay.x = 1, tai savo formule(neformaliai) galime parasyti taip:
(1)1)1 € ((F)1)1 < (E1)1=1
IS Cia iskart matome, kad galime pritaikyti 35-gjj apibrézimgq:

(k € N) iSplaukia, kad redukuojamas j normalinj terma k, o jei f(ky,...,kn)

neapibrézta, tai nenormalizuojamas.

Taigi, remémés kad aibéje ((E)ki)ka termas E redukuojamas j termgq k. IS to gavome, kad atsakymas yra
,1% kq ir reikéjo gauti.

-31-



Pratybos 1-10. Algoritmy teorija — uzdaviniy analizé ir jrodymai

Pratybos 6. Poru numeravimas

Teorija:
Kantoro numeracija: Poros (x,y) numeris Kantoro numeracijoje yra funkcija a, (x,y) = n.
N-tosios poros kairiojo nario funkcija yra ﬂ%(n) =X.
N-tosios poros desiniojo nario funkcija yra m5(n) = y.

25 apibréZimas. F-ja 1t} (k) — graZina k-tojo rinkinio i-tajj elementg(cia n — elementy skaicius rinkinyje).
O funkcija «,, (x4, ..., x,,) graZina rinkinio (xy, ..., x,,) numerj.

Lema(16 teiginys): Poros (x,y) numeris a,(x,y) apskai¢iuojamas naudojant funkcija:

x+y)?>+3x+y
a(x,y) = >

Kairysis poros (x, y) narys randamas pagal formule:
! [[\/8n+1] + 1] . [[\/8n+1]; 1]
2 2

2

m(n)=n

Trejetu, ketverty ir t.t. numeravimas:

Bet kurio n-dedamuyjy vektoriaus numeris apibréziamas rekursija:

an(xlf "'!xn) =a; (xll an—l(xZ' ""xn))
Pvz.: a3(xy, X2, X3) = a2 (%1, az(X2, x3))

Jei ay(xq, ..., Xp) = k, tai 4 (k) = x;
Pvz.: a;(Xq, e, X4, oy X7) = 9, tai m5(9) = x,

Pastaba. Visi rinkiniai ir poros pradedamos numeruoti nuo nulio.

Pory numeracijos pradzia. Kiekvienos pory grupés vienos poros elementy suma yra vienetu mazesné

nei tos pory grupés elementy kiekis. Zemiau patekta pradiné dvejety(poroje 2 elementai) numeracija:
Pora: (0,0),  (0,1)(1,0), @ (0,2)(1,1)(2,0), (0,3)(1,2)(2,1)(3,0), (0,4)(1,3)(2,2)...
Poros nr.: 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Jei{...,(x,y),(u,v),...}, tai galioja:
( x+y <u+v ) arba (x+y=u+virx<u)

Jei ay(xq, ..., xn) = x, tai , (x) = xj randamas taip:
Xn = 1'[(22(1'[%(115(... (m3(x)) ...))) , &ia Q = 2, jei tai paskutinis vektoriaus elementas, kitu atveju Q = 1.

Pvz.: 4-elementy vektoriuje treCiasis elementas apskaic¢iojamas taip:

x3=m}( w3 m3(ni(x))) )
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Uzdavinys:
1) Apskaiciuoti vektoriaus (1,3,0,2) numerj, naudojantis Kantoro numeracija.
2) Aprasyti Sio vektoriaus elementus per m.

Sprendimas:

1.

Skai¢iuojame ,,a4(1,3,0,2)", taikydami formule ,,a,, (x4, ..., X)) = @5 (%1, Ap_1 (X, ..., X))
a4(1,3,0,2) = an(1, @3(3,0,2))

Skaiciuojame ,a3(3,0,2)":

a3(3,0,2) = a,(3, ay(0,2))

Apskaiciuojame ,,a,(0,2)“:

0(0,2) = ((0+2)* +3*0+2) /2 = (4+0+2) /2 =3

Pradedame rekursijg. ] 2-3j3 eilute jsistatome apskaiciuoty ,a,(0,2)" reikSme ,,3-etq” ir
apskaiciuojame ,,a3(3,0,2)“:

a3(3,0,2) = 05(3, (0,2)) = (3, 3) = ((3+3)*+3*3+3)/2=(36+9+3)/2=24
Tesiame rekursijg. ) 1-3jg eilute jsistatome apskaiciuoty ,,a3(3,0,2)“ reikSme ,, 24" ir
apskaiciuojame ,,a4(3,0,2)“:

®4(1,3,0,2) = ax(1, 03(3,0,2)) = ax(1, 24) = ((1+24)* +3*1+24) /2 = (625+3 +24) /2 = 326
Belieka tik aprasyti vektoriaus elementus per m:

m4(326) = 1

m2(326) = 3

m3(326) =0

5 (326) =2

Atsakymas:
Vektoriaus (1,3,0,2) numeris aibéje yra 326as, o aprasyti elementai yra: n}(326) =1, nf(326) =
3,m35(326) = 0, M5 (326) = 2.
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Rekursyviosios funkcijos/aibés

(7-12 pratybos)
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Trumpiniai:
PR — primityviai rekursyvi(-ios) op./oper. — operatorius(kompozicijos, PR arba iteracijos)
BR — bendra rekursyvi(-ios) n-arg. — n-argumenty
DR — dalinai rekursyvi(-ios) f-ja/f-jos — funkcija(-ios)
R.S. — rekursyviai skaiti(-ios) t.t.t. —tadair tik tada

B.F. — bazinés funkcijos

Simboliai:
A € B, B2 A — poaibis(A<B) 3 - egzistuoja
A C B, B D A — tikrasis poaibis(A<B) A — neegzistuoja
A U B —sgjunga(A+B) V — kiekvienam
A N B —sankirta(A*B) € — priklauso
A\ B —skirtumas(A-B) & — nepriklauso
Z (a,b,c) — suma(a+b+c) = — ekvivalentus

Dy — apibréZimo sritis(daugeliu atveju tai x‘o reiksmés)

Ef—reikSmiy sritis(daugeliu atveju tai y‘o reiksmés)

Teorija:

Churcho tezé. Algoritmiskai apskaiciuojamy funkcijy aibé(klasé) sutampa su rekursyviyjy funkcijy
aibe(klase).

Bazinés funkcijos(B.F.): konstanta 0, paskesnio nario funkcija s(x), bei projekcijy f-jos prl (xi, ..., X»).

Operatoriai naudojami B.F.: IS baziniy naujos funkcijos gaunamos pritaikius kompozicijos ir/ar
primityviosios rekursijos(PR) operatorius.

Formalioji sistema. Jg sudaro bazinés funkcijos ir operatoriai, kurie taikomi turimoms funkcijoms.

Rekursyviosios funkcijos. Tai funkcijos, kurias galima gauti formalioje sistemoje.

Pastaba. Rekursyviai skaicios gali bati TIK AIBES, bet ne funkcijos.

PR funkcijy aibé. Pati maziausia aibé, kuriai priklauso bazinés funkcijos ir kuri uzdara kompozicijos ir
PR atzvilgiu.

DR funkcijy aibé. Pati maziausia aibé, kuriai priklauso bazinés funkcijos ir kuri uzdara kompozicijos, PR

bei minimizavimo atzvilgiu.
BR funkcijy aibé. Tai visur apibrézty DR funkcijy aibé.

IS apibréZimy isplaukia: PR € BR € DR, taciau 3 tokios BR funkcijos, kurios néra PR funkcijos, todél:
PR C BR C DR.
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Jsidémétinos PR funkcijos:

Bazinés f-jos: 0 ; s(x)=x+1 ; pri(xy, .. xn)=xi ; q(x)=x=[x]*
Operacijos: x+y ; x=y ; x*y ; k*x(k—konstanta) ; |x-y| ; [x/y]
Zenklo f-jos: sg(x) ; sg(x)

Cantaro f-jos: a,,(xy,...,x,) ; mh(x)

Bei kompozicijos ir PR operatoriai.

Pastaba: Daugyba/kvadratas yra PR, nes jas galime iSreiksti per sudéti x*k = {x + x + .... (k-karty)}

Pastaba 2. Jeigu f(x) = sg(....) ir visos sg() viduje naudojamos funkcijos yra PR, tai ir pati f-ja f(x) yra PR.

Jsidémeétinos DR funkcijos:
x—y, kaix>y
oo,  Kkitu atveju

Daliné atimtis: x —y = {

x/vy,jeix dalosi i$ y be liekanos

Daliné dalyba: x / y :{ 00 kitu atveju

Daliné Zaknis: Jx = { Vx, jeixyraN skai¢iaus kvadratas

0, kitu atveju

Bei minimizacijos operatorius.

Pastaba. Jeigu reikia parodyti kad kokia tai nors f-ja yra DR, tai vadinasi jrodome kad ji:
a) arba gauta is f-jos x—y (1 proc. jrodymo atvejy)
b) arba gauta naudojantis minimizacijos operatoriumi (99 proc. jrodymo atvejy)
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Pratybos 7. Primityviai rekursyviosios funkcijos.

Operatoriy paaiskinimai:
5+[x/y] — [] operatorius reiskia kad bus graZinta tik sveikoji dalis.
rest(x, y) — rest() operatorius graZzina rezultato(skaiciaus) liekana.
= - atimities su tasku operatorius reiskia, kad:

. _(x—ykaix=y
XY= { 0, kitu atveju

Zenklo funkcijos:
( )_{1, jeix >0,
SEWX) = 0, jeix = 0.

_ 1, jeix =0,
s8lx) = {O, jeix > 0.

Ekvivalentumo apibrézimas(=):
Dvi formulés A(py, ..., Pn, G1, ..., Gs) it B(py, ..., P, Iy, ..., ru) vadinamos ekvivalenéiomis(=), jeigu su bet
kuria aibés {py, ..., pn, 91, ..., G5, I, ..., r,} interpretacija v galioja lygybé v(A) = v(B).

Pavyzdziai:
p->q=-pVq
—.—.p = p
Teorija:
Visas 1-argumento PR f-jas galime iSreiksti per bazines funkcijas (B.F.):
x_[alx) || x a(x)
1. 0; 0 0 9 0
2. s(x)=x+1; 1 |o 10 |1
. ) 2 |1 11 2
3. prn(xll () Xn) =Xj, (I = 1/ 2/ veeey n) 3 2 12 3
4. q(x) = x=[Vx]*; 4 13 |4
5 14 5
Ir 3 operatoriai: 6 15 6
Sudéties: f(x) + g(x) 7 16 |0
Kompozicijos: f(g(x)) 8

Iteracijos: f(x) = g(x)", &ia pvz. galime radyti: f(x) =g(x)' < f(0)=0; f(y+1) = g(f(y))

Taip pat turime du PR operatorius(funkcijas):

Jeigu:

1. f(x,y) =h(x, y-1, f(x, y-1)) ; ir

2. f(x,0) =g(x);

tai funkcija ,,f“ yra gauta pagal PR operatoriy i$ funkcijy ,,g“ ir ,h“.

Pastaba: Gali bati ir daugiau kintamuyjy, pvz.: g(x, y), tada f(x, y, 0) = g(x, y) .
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Uzdavinys:

1) Funkcija f(x, y) yra gauta is PR funkcijy g(x) = pri(x, s(x), s(s(x))) ir h(x, y, z) =x - (y + 1)~z
pritaikius primityviosios rekursijos operatoriy. Rasti: f(1, 3).

Sprendimas:
0. Visy pirma reikia Zinoti kas yra tie PR operatoriai. (Teorija)

// F-jos ,f(x, y)“y‘o reikSme — 3-etq isreiSkiame kaip sumq ,2+1“ ir jsistatome j funkcijq ,,h“ pagal
teoremgq: ,f(x,y) =h(x, y-1, f(x, y-1))”.

1. f(1,3)=f(1,2+1) = h(1, 2, (1, 2))

// Toliau paeiliui rekursiskai issireiSkiame vienetu maZesnes f-jos ,f(x, y)“ y‘o reikSmes:

2. f(1,2)=f(1,1+1) = h(1, 1, f(1, 1))

3. f(1,1) =f(1, 0+1) = h(1, 0, f(1, 0))

// Na o galiausiai priéje prie ,,f(1, 0)“ jau galime ir formule ,f(x,0) = g(x)“ pritaikyti:

4. f(1,0)=g(1)

// Jsistatome 1-etq j,g(x)” formule:

5. f(1,0) = g(1) = pr(1, s(1), s(s(1)))

// Apskaiciuojame ,,s(1)” remdamiesi B.F. nr.2 formule:

6. s(1)=1+1=2

// Isistatome j f-jq ,,s(s(1))” funkcijos “s(1) = 2" reiksme ir paskaiCiuojame ,,s(2)“ remdamiesi B.F. nr.2:
7. s(s(1))=s(2)=2+1=3

// Isistatome j ,pri(1, s(1), s(s(1)))” formule apskaitiuotas ,s(1)” ir ,s(s(1))“ reikimes:

8. f(1,0)=g(1) = pr3(1, s(1), s(s(1))) = pr(1, 2, 3)

// Apskai&iuojame ,pri(1, 2, 3)“ remdamiesi B.F. nr.3 (dvejetas yra antras elementas aibéje).
9. pr3(1,2,3)=2

// Papildome 8-qgjq (kartu ir 4-gjq) eilute:

10. (1, 0) = g(1) = pr3(1, s(1), s(s(1))) = pr3(1, 2,3) =2

// Papildome 3-igjq eilute suskaiciuota ,f(1, 0)“ reikSme:

11. (1, 1) = f(1, 0+1) = h(1, 0, f(1, 0)) = h(1, 0, 2)

// Isistatome j ,h(x, y, z) =x - (y + 1)-=z" formule ,x“, ,y“ir ,,z“ reiksmes ir apskaic¢iuojame ,h(1, 0, 2)“:
12.h(1,0,2)=1-(0+1)~-2=1:-1+-2=1+2

// Remiameés ,, =~ “operatoriaus paaiskinimu ir apskaicdiuojame ,1-=2"
13.h(1,0,2)=1-(0+1)=2=1-1+-2=1-2=0

// Papildome 11-qjq (kartu ir 3-igjq) eilute suskaiciuota ,h(1, 0, 2) =0 reikSme:

14.f(1,1) = f(1, 0+1) = h(1, 0, f(1, 0)) = h(1,0,2) =0

————————————— [ Pradedame rekursijg | --------------

// | 2-qjq eilute jsistatome apskaiciuotq ,f(1, 1) =0" reikSme:

15. (1, 2) =f(1, 1+1) = h(1, 1,f(1,1)) =h(1, 1, 0)

// Apskaiciuojame ,h(1, 1, 0)”:

16.h(1,1,0)=1-(1+1)~0=1:-2-0=2=0=2

// 1 15-qjq (kartu ir 2-gjq) eilute jsistatome apskaiciuotq ,h(1, 1, 0) =2 reiksme:
17.1(1,2)=1(1,1+1) =h(1,1,f(1,1)) =h(1,1,0) =2

// ] 1-qjq eilute jsistatome apskaiciuotq ,f(1, 2) =2“reiksme ir paskaic¢iuojame ,h(1, 2, 2)*:

18.(1,3) =f(1,2+1) =h(1,2,f(1,2)) =h(1,2,2) =1-(2+1)~2=1-3+-2=3=2=1

Atsakymas:
Taigi gavome atsakymg, kad: f(1,3) =1.
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Pratybos 8. Skaiiavimas Ackermann funkcijomis

33. Ackermann funkcijy lygybés ir savybés:
1. A0, x)=x+2;
2. A(,0)=0;
3. A(y,0) =1, kaiy2>2;
4. A(y+1, x+1) = A(y, A(y+1, X)) ;
5. A(n,x)>2% kain>2, x21;
6. A(n+1,x)=A(n,x)+1;
7. A(n,x+1)>A(n,x), kainx=>1;

8. A(n+1, x) 2 A(n, x+1) .

ApibréZiame funkcijas B,(a, x) kai a = 2:
Bola, x) =a +x,
Bi(a, x) = a *x,
Bs(a, x) = a*.

Tai didéjancios funkcijos. Bi(a, x) < Bj(a, x), kai i <j, pradedant kazkuriuo tai xo.

Jos tenkina tokias lygybes:
Bi(a, 1) =a Bi(a, x + 1) = Bo(a,Bi(a, X)),
By(a, 1) =a By(a, x + 1) = Bi(a,B:(a, X))

Prateskime jas (n 2 2):
Bniila, 1) =a Bnsa(a, x + 1) = Bu(a,Bn41(a, x))

Tarkime, kad B,:1(a, 0) = 1, kain 2> 1.

Ackermann funkcijos variantu, kai @ = 2, vadiname A(n, x) = B,(2, x).

34. ApibréZimas. Egzistuoja BR, bet ne PR funkcija h(x) = A(x, x) € BR, bet h(x) = A(x, x) € PR

-40-



Pratybos 1-10. Algoritmy teorija — uzdaviniy analizé ir jrodymai

UZdavinys:
1) Apskaiciuoti: A(5, 3).

Sprendimas:

// Parasome kintamuosius x,y kaip sumas x+1 ir y+1 ir taikome 33.4 formule ,A(y+1, x+1) =A(y, A(y+1,
x))“:
1. A(5,3) = A(4+1, 2+1) = A(4, A(5,2))

// Apskaiciuojame ,,A(5,2)":
2. A(5,2) = A(4+1, 1+1) = A(4, A(5,1))

// Apskaiciuojame ,A(5,1)”. Tq galime padaryti dviem badais:
a) Naudoti,A(n,x) = B,(2,x)” formule
b) Testi esamq skaiciavimgq taikant 33.1-33.4 formules

// Buidas A. Taikome Ackermann funkcijos variantg, kaia =2 : ,,A(n,x) = B,(2,x)“
3. A(5,1)=Bs(2,1) =2

// Bidas B. Toliau tesiame esamq skaiciavimgq:
5.1. A(5, 1) = A(5+1, 0+1) = A(4, A(5,0))

// Apskaiciuojame ,A(5,0)“ taikydami 33.3 formule ,A(y, 0) =1“ kaiy > 2:
3.2. A(5,0)=1

// Papildome 3-igjq eilute apskaiciuoto A(5,0) reiksme ,1“ bei tq pacig procediirq kartojame:

3.3. A(5,1) = A(4,1) = A(3+1, 0+1) = A(3, A(4,0)) = A(3,1) = A(2+1, 0+1)
=A(2, A(3,0)) = A(2,1) = A(1+1, 0+1) = A(1, A(2,0)) = Al1,1) = A(0+1, 0+1) = A(0, A(1,0))

// Pritaikome 33.2 formule ,A(1,0) =07, jsitatome reiksme , 0 vietoje ,,A(1,0)” j 5-gjq eilute. Tada gave
naujgjq funkcijqg - ,,A(0,0)“ apskaiciuojame jg remdamiesi formule 33.1 - ,,A(0, x) =x +2“:
3.4. A(5,1) A(1,1) =A(0,00=0+2=2

// Na o dabar grjZztame atgal prie 2-osios eilutés, j kuriq jsistatome apskaiciuotq ,,A(5,1)“ reiksme ,,2*. Ir
toliau tesiame skaiciavimgq:
4. A(5,2) = Al4,2) = A(3+1, 1+1) = A(3, A(4,1))

// Kadangi ,,A(4,1)" reikSme jau kartg apskai¢iavome 3.3-3.4. eilutése — ,2“ tai jq tiesiog jsistatome ir
skaiciuojame toliau.

// Pastaba: ,,A(4,1)” reiksme taip pat galéjo apskaiciuoti pasinaudoje formule ,,A(n,x) = B,(2,x)”.

5. A(5,2) A(4,2) =A(3,2)=A(2,A(3,1)) =A(2,2)=By(2,2)=4

// Dabar jsistatome gautq rezultatq —,4“ j 1-gjq eilute(rekursija):
6. A(5,3) =A(4+1, 2+1) = A(4, A(5,2)) = A(4, 4) = A(3, A(4,3))

// Apskaiciuojame ,,A(4,3)":
7. A(4,3)=A(3,A(4,2)) =A(3,4) =A(2,A(3,3))
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// Suskaiciuojame ,A(3,3)" reikSme. ,A(3,2)” buvo apskaiciuotas 5-oje eilute ir gautas atsakymas ,,4“:
8. A(3,3)=A(2,A(3,2)) =A(2,4)=B,(2,4)=2" =16

// Isistatome gautq ,,A(3,3)” atsakymq —,,16“ j 7-qjq eilute(rekursija) ir apskaiciuojame ,A(4,3)":
9. A(4,3)=A(3,A(4,2)) =A(3,4) = A(2, A(3,3)) =A(2, 16) = B,(2, 16) = 2"°

// Dabar jsistatome gautq rezultatg — 2% j 6-gjg(buvusig 1-gjq) eilute(rekursija) ir gauname atsakymg:
10. A(5,3) = A(3, 2%%) = B,(2, 216) = 22'° = 255536

Atsakymas:

Ackermann funkcijos A(5, 3) rezultatas yra 2°°%°,
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Pratybos 9. Minimizacijos operatorius

Teorija:

41. Minimizacijos operatorius

Tarkime, yra n argumenty funkcija f. ApibréZiame nauja, taip pat n argumentuy, funkcija, g(xi....,x.),
kurios reikdmeé lygi maziausiam vy, su kuriuo f(xi,...,x, - 1,y) = x,..

|rodyta: jeigu f yra net primityviai rekursyvi, g gali ir nebati algoritmiSkai apskaiiuojama funkcija.
Todél nusakydami naujg funkcijg g, mes privalome nurodyti ir metoda kaip ieSkoti maziausio y:

Jei f(xi,...,x, - 1,0) = x,,, tai funkcijos g reikSmé lygi 0, jei ne, tai tikriname, ar f(x,,...,x,-1,1) = x,.
Jei f(xi,....x, - 1,1) = x,,, tai funkcijos g reikSmé lygi 1, jei ne, tai tikriname ar f(x,,...,x, - 1,2) = x, ir t.t.

Funkcija g gali bati ir daliné, t.y. su kai kuriomis argumenty reikSmémis ji gali bati ir neapibrézta, nes,
pavyzdziui, tokio y, tenkinancio aprasytaja lygybe, gali ir nebati. Tacgiau gali ir bati toks m, kad f{x,...,x,
_1,im) = x,, bet, jei su kuriuo nors i < m funkcija f(x,...,x, - 1,{) neapibrézta, tai ir g bus neapibrézta.

Sakysime, kad g gauta pritaikius minimizacijos operatoriy funkcijai f, ir Zymime
g(xlv"'rx - n) = l“ly(ﬂxhxl’l* 1’)7) = xn)-
Naudojantis minimizavimo operatoriumi, gaunama daline skirtumo funkcija x —y = p(y + z = x).

Funkcija fix) = (v — (x + 1) = 0) neapibrézta su jokiu & € N, nors kiekvienam x atsiras maZiausias y.
Jis lygus x+1.

Apibrézimas.
f(x4,..., Xn) yra gauta pagal Minimizacijos operatoriy i$ g(xy,..., Xn),
J?I f(xll X2 «eey xn) = l’l'y(g(X1Ile weey Xn-l, V) = Xn).
Cia f-ja g(x1,X2, ..., Xn-1, ¥) graZina patj maziausiq y € Ntenkinantjlygybe.
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Uzdavinys.

Duota:

f(xy) = mz(sg(z=y) +5(sg(x~z)) =y)
Rasti:

f(2,3) =7

Sprendimas:

1. Isistatome reikSmes:

2. f(2,3) = mu(sg(z=3) + s(5g(2+2z) )=3)
3. Tikriname visas z reikSmes paeiliui didéjimo tvarka, ieSkodami pacio maziausio z, su kuriuo teisinga lygybé.
Pradedame tikrinti nuo O:

jeiz=0,tai sg(0=3)+s(5g(2=0))=0+s(0)=1%3
jei z=1,tai sg(1=3)+s(3g(2=1))=0+s(0)=1%3
jeiz=2,tai sg(2=3)+s(5g(2=2))=0+s(1)=2+3
jeiz=3,tai sg(3+3)+s(358(2=3))=0+s(1)=2+3
jeiz=4,tai  sg(4=-3)+s(5g(2-4))=1+s(1)=1+2=3#3=1(23)=4

Skaicius 4 yra pats maziausias z su kuriuo teisinga lygybe.

Pastaba. Jeigu tinkrindami gautume su viena z reikSme atsakyma ,neapibrézty”“, tai su
visomis uz $j skaiciy didesnémis reikSmémis nebetikriname.

Atsakymas.

Skai€ius 4 yra pats maZiausias z su kuriuo teisinga lygybé; f(2,3) = 4.
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Pratybos 10. Rekursyvios ir rekursyviai skaicios aibés

Aibiy tipai:
1. Tusios(@) — 0,
2. Baigtinés—{0, 1, ..., x} € (N\ +0 U 0),
3. Nataraliyjy skaiciy(N) — w,
4. Sveikyjy skaiciy(Z) — m,

. - " B ACU - aibés A papildinys:
5. Racionaliyjy skaiciy(Q) - n, A/B - aibiy A,B skirtumas: (A = U\A)

6. Realiyjy skaiciy(R) — A. / %
1A

Rekursyvios/R.S. aibés A charakteristinés funkcijos apibrézimas(bendru atveju):
Xy( )_{1, jeix €A,
AXI=00, jeix ¢ A

Rekursyviai skaicios aibés A charakteristinés funkcijos apibrézimas taip pat gali biti:

(1, jeix €A,
Xal) = {00, jeix ¢ A.

Teorija:

Rekursyvi aibé. Aibé A vadinama rekursyviaja, jei jos charakterigoji f-ja Xa yra kuri nors visur apibrézta
rekursyvioji funkcija.

Kalbant apie aibes, vietoje (ne)rekursyvi aibé, daznai sakome (ne)iSsprendziama aibé.

ApibréZimas. Kiekvienas N aibés poaibis yra skaitusis arba baigtinis.

Apibrézimas. 3 begaliniai Npoaibiai, kurie néra rekursyviai skaitls.

ApibréZimas. Rekursyviai skaiti(R.S.) aibé:

I. Aibé yra rekursyviai skaiti, jei ji sutampa su kurios nors DR f-jos Dy.

Il.  Aibé yra rekursyviai skaiti, jei ji sutampa su kurios nors PR f-jos Ey.
[ll. Aibé A yra rekursyviai skaiti, jei 3 tokia PR f-ja f(a,x), kad f(a,x) = 0, turi sprendinj x t.t.t., kai a € A.

25 teiginys. Visi 3 rekursyviai skaiCios aibés apibrézimai yra ekvivalentis.

Rekursyviy ir rekursyviai skaiciy aibiy savybés:

I.  Jeiaibé A rekursyvi, tai ji ir rekursyviai skaiti.

II. Baigtiné aibé A ={ay, a,, ..., a,} yra ir rekursyvi ir rekursyviai skaiti.

lll. Jeiaibé AyraR.S., bet néra rekursyvi, tai jos papildinys A néra nei rekursyvi, nei R.S. aibe.
Kitos savybés:

IV. Tuscia aibé yra rekursyviai skaiti.

V. Naturaliyjy skaiciy aibé yra rekursyviai skaiti.

VI. Baigtinio skaiciaus rekursyviai skaiciy aibiy sgjunga ir sankirta yra rekursyviai skaicios aibés.

Pastebéjimas. Jei aibé A skaiti, ir abipuse vienareikSme atitiktj su N galime nusakyti kuria nors PR f-ja
h(x) (A = h(0), h(1), ...}), tai A taip pat ir rekursyviai skaiti.

33 teiginys. 3 rekursyviai skaicios, bet ne rekursyvios aibés.
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PR f-jy aibé. Pati maziausia aibé, kuriai priklauso bazinés f-jos ir kuri uzdara kompozicijos ir PR atzvilgiu.

DR f-jy aibé. Pati maziausia aibé, kuriai priklauso bazinés f-jos ir kuri uzdara kompozicijos, PR bei
minimizavimo atzvilgiu.

BR f-jy aibé. Tai visur apibrézty DR funkcijy aibé.
Aibiy sajunga(AUB). Tai aibé, sudaryta i$ visy skirtingy Siy aibiy elementy(priklauso bent vienai is aibiy).

Pvz.:{1,2,5}U{0,1,3,4,5,6}=1{0,1,2,3,4,5, 6}
Pastebékime, kad ty paciy elementy du kartus neraSome.

Aibiy sankirta(A N B). Tai aibé, sudaryta tik i$ ty Siy aibiy elementy, kurie priklauso abejoms aibém:s.
Pvz.:{1,2,5}n{0, 1,3,4,5,6}={1, 5}

Aprézta funkcija. Funkcija f(x) yra aprézta(apibrézta) (funkcijy reikSmiy) intervale |, jei 3 egzistuoja tokie
skaiciai m ir M, kad visiems x i$ | galioja nelygybé m <f(x) < M.

T.y. su bet kuria x‘o reiSme, funkcijos f(x) rezultatas nekerta intervalo [m,M] réziy.

Churcho tezé. Algoritmiskai apskaic¢iuojamy funkcijy klasé sutampa su rekursyviyjy funkcijy klase.

Churcho tezé(2-a formuluoté). Jeigu funkcija yra apskai¢iuojame TM, ji yra daliniai rekursyvi(DR).

ApibréZimas. Funkcija f(x) yra BR, jei ji yra apbrézta su visais argumentais(visur apibrézta).
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Uzdavinys nr.1:

11) Aibés A4, ..., A, yra rekursyvios. [rodykite, kad jy sgjunga bei sankirta yra taip pat rekursyvios aibés.

Sprendimas:

1.

Cia visy pirma remsimés 1-gja rekursyviyjy ir R.S. aibiy savybe — ,Jei aibé A rekursyvi, tai ji ir
rekursyviai skaiti“. Taigi galime teigti kad musy aibés Ay, ..., A, yra ir rekursyviai skai¢ioms.
Pastaba. Taciau, atvirkstiniu atveju to teigti negalétume, nes priestarautume teoremai,
sakanciai, kad ,, 7 rekursyviai skailios, bet ne rekursyvios aibés “

Dabar prisiminkime lll-igjg ,,Aibé A yra R.S., jei dtokia PR f-ja f(a,x), kad f(a,x) = 0, turi sprendinj x
t.t.t., kaia €A“. Vadinasi, galime padaryti iSvadg, kad egzistuoja tokios PR f-jos fi(a,x),

kad fi(a,x) = 0 sprendinj turi tiktais tokiu atveju, kai a yra viena i$ aibés A; elementy reikSmé(a €
Aj).

Taip pat prisiminkime taisykle, kad Visas 1-argumento PR f-jas galime iSreiksti per bazines
funkcijas bei sudéties, kompozicijos, iteracijos bei PR operatorius.

Bei sugrjzkime prie pory numeravimo ir Kantoro numeracijos funkcijy:
Poros (x,y) numeris Kantoro numeracijoje yra funkcija a,(x,y) = n.
N-tosios poros kairiojo nario funkcija yra n'%(n) = X.

N-tosios poros deSiniojo nario funkcija yra n% (n)=y.

Taigi, remdamiesi 2-4 punktais, aibiy Ay, ..., A, sajungos atveju konstruojame tokig PR f-j3:

f(a,x) = fila, 71 (x)) * fa2la, 702 (%)) * ... * fula, 70 (x))

Su reikSmémis x(i, x%, . x% lygybés f(a, x(l-)) =0, kuri=1, 2, .., n, galioja t.t.t., kai 3 toks a, kuris
priklauso visy Aj, ..., A, aibiy sgjungai(a EA;UA,U...UA,).

Pvz.: Jeigu X’ = an(x(i, x(z), e x%), tada f(a, x°) = 0.

Remdamiesi 2-4 punkty apibrézimais, aibiy Ay, ..., A, sankirtos atveju konstruojame tokig PR f-j3:
g(a,x) = g1(a, 3 (x)) + gala, 77 (X)) + .. + gnlar, 703 (X))

Su reikSmémis xg, x%, ey x% lygybés g(a, x?) =0, kuri=1,2, .., n, galioja t.t.t., kai 3 toks a, kuris
priklauso visy Aj, ..., A, aibiy sankritai(a EA;NAN...NA,).

Pvz.: Jeigu x° = a,,(x(i, xg, e x(,)l), tada g(a, x°) = 0.

Teiginys jrodytas.
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Uzdavinys nr.1:
E) Parodyti, kad f (x,y,z) = (z = (x +y))! € PR.

Sprendimas:
1) Tariam, kad f(x, y, z) gauta i funkcijy g ir h naudojant PR operatoriy, todél ir f € PR:

fx,y,0) = g(xy)
f,y,z+1) = h(x,y,2,f(x,¥,2) )

2) Kadang/ f(x,y,0) =(0=(x+y)!'=0=1,todélg(x,y) = 1.

3) g(x,y) € PR, nes gauta i$ bazineés s(x): 1, jei=0
gx,y)=s0)=0+1=1 {0 , jei>0

4 A
4) flx,y,z+1) = f(x,y,2)- ((\(z+1); (x+y)+59((z+1) ~ (x+y)/))

~—
jei f(x,y,z)~0!,tail, jei f(x,y,z) ~ 0!, tai 0+1=1,
jei f(x,y,z)~1!,tail, jei f(x,y,z) ~1!,tai 1+0=1,
jei f(x,y,z)~2!,tai2, jei f(x,y,z)~ 2!, tai 0+0=2,
jei f(x,y,z)~3!,tai6, jei f(x,y,z)~3!,tai 0+0=3,
jei f(x,y,z) ~ 4!, tai 24, jei f(x,y,z) ~ 4!, tai 0+0=4,
jei f(x,y,z) ~ 5!, tai 120; jei f(x,y,z) ~ 5!, tai 5+0=5;

5 h(x,y,z,w)=w: ( ((z+1)4 (x+y)) + @((z+1); (x+y)) )

Atsakymas:
s(x) € PR - nes bazine,
g € PR - nes gauta i$ bazinés s(x) € PR,
f € PR - nes iSreiksta per PR operatoriy,
h € PR - nes gauta i$ Zinomy PR funkcijy x - y, x + y, sg(x) , x = y pritaikius kompozicija.
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Uzdavinys nr.3:

1, jeix—y>0
Duota: f(x,y) =1 2, jeix—y=0
0, kitu atveju
Kuris teiginys apie duotq funkcijq yra teisingas:
a) f(x,y) EDR, bet f(x,y) & BR.
b) f(x,y) €EPR, bet f(x,y) &BR.
c) f(x,y) EBRir f(x,y) €DR.
d) f(x,y) yra R.S., bet f(x,y) €DR.
e) f(x,y) yra R.S. ir f(x,y) € PR.

f1 f(xy) yra R.S., ir f(x,y) €PR, f(x,y) € BR, f(x,y) €DR.
g) f(x,y) néra nei R.S., nei PR, nei BR, nei DR.

Sprendimas:

1. Funkcijax - y € DR, todél ji yra apskaic¢iuojama TM.
O kadangi ji yra apskaiciuojama TM, tai pagal Chuch‘o teze ,f-ja yra DR, jei ji apskaiiuojama TM.
Taigi variantai d) ir g) iSkart atkrenta, t.y. tie kur vienas i$ teiginiy yra f(x,y) € DR.

2. Funkcija f(x,y) € BR, nes ji néra néra visur apibrézta, t.y. turime atsakyma co. Taciau tai yra DR
funkcija. Taigi variantai c) , f) ir g)(dar kartg) issibraukia.

3. Jeigu funkcija néra BR, 0 i$ PR, BR ir DR apibrézimy iSplaukia, kad PR © BR € DR. Tai atkrenta ir
variantai su PR. Siuo atveju toks variantas yra b).

. Rekursyviai skaiti gali bati TIK AIBE, bet ne funkcija, todél variantai d), e) ir f)(dar kartg) atkrenta.
5. a), b}, €, &}, e}, £}, ¢). Taigi liko variantas a) — jis ir yra teisingas atsakymas.
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Teiginiy rodymai

4 teiginys. (Dedukcijos teorema) I |- A->B tada ir tik tada, kai I, A | B.
6 teiginys. Jei disjunkty dedukcinéje sistemoje i aibés S galima iSvesti disjunktg C ir jis néra jvykdomas,
tai aibé S — priestaringa.
7 teiginys. Jei disjunkty aibé S — prieStaringa, tai i$ S iSvedamas tuscias disjunktas.
10 teiginys. Jei Aj,A; — B.A. kalbos, tai A; U A,, A; N A, —taip pat B.A. kalbos.
16 teiginys. Baigtinumo problema neiSsprendziama.
18 teiginys. Standartiniy TM aibé yra skaiti.
23 teiginys. Visi 3 R.S. aibés apibrézimai yra ekvivalents. (tik dalinis jrodymas)
24 teiginys. Jei aibé A yra R.S., bet néra rekursyvi, tai jos papildinys 4 néra, nei rekursyvi, nei R.S. aibé.
26 teiginys. 3 BR, bet ne PR funkcijos.
27 teiginys. a) Visy n-arg. PR f-jy universalioji F(xo, X1, ..., X,) &€ PR.
b) Visy n-arg. BR f-jy universalioji F(xo, X1, ..., Xn) & BR.
28 teiginys. Visy 1-arg. PR funkcijy aibe 3 universalioji BR klasé.
29 teiginys. D" (xo, . . ., X») = D(Xo, On(Xy, . . ., X)) yra visy n-arg. PR funkcijy universalioji.
30 teiginys. Visy n-arg. DR funkcijy aibe 3 universalioji D™ (xo, X1, ..., Xn).
31 teiginys. Visy n-arg. DR funkcijy aibés universalioji D™ (xo, X1, ..., X») neturi pratesimo.

32 teiginys. 3 rekursyvios, bet ne rekursyviai skaiCios aibés.
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4 teiginys. (Dedukcijos teorema) T |- A->B tada ir tik tada, kai [, A |- B.
Jrodymas.
(prielaida) Tarkim, kad By, .., Bm (Bm = B) yra f-lés iSvedimas i$ prielaidy I, A. Juo remiantis bandysime
iSvesti f-le A = B is prielaidy I'. Bi (1 <i < m) pakeite j A = B;, sudarome seka:
A-Bi,.,A-Bj.,A->Bny (Zym.: sek;)

Si seka nebdatinai yra idvedimas, t.y. V sekos narys nebitinai yra aksioma, prielaida i§ I, ar gautas pagal
MP iS kairéje stovinciy. V sek; narj kei¢iame tokia seka, kad gautoji seka bity f-lés A < B iSvedimas iST.
Nagrinéjame A — B;. Galimi atvejai:

6) B;— aksioma

7) B;—prielaidaisT.

8) B;=A.

9) B, gautas pagal MP is jau esanciy. (j,k <)
V atvejj nagrinéjame atskirai:

1) A — B; pakeiskime A — B; jrodymu: B; (aks.), Bi— (A — B;) (1.1. aks.), A — B;(pagal MP).

2) A - B; pakeiskime analogiska seka (tik siuo atveju B; — prielaida).

3) A — Akeiskime jos jrodymu H.T.T.S.

4) Tik jeii > 3. Kadangi B; gautas pagal MP is B; ir By, tai Bx = Bj— Bi. A — B; keiskime seka:

e[7] A->(Bj—=B))—->((A-B)—->(A—>Bi)) - 1.2.aks.
e [8] (A= B)—-(A-B) — pagal MP i§ [7] ir sek; nario A —Bg.
e [9] A- B; — pagal MP is [8] ir sekq nario A — B;.

Po Siy keitimy, vietoje V f-lés A — B; (i=1, ..., m) gauname A = B, = A — B iSvedima.
Teiginys jrodytas.

6 teiginys. Jei disjunkty dedukcinéje sistemoje i3 aibés S galima i$vesti disjunktg C ir jis néra
jvykdomas, tai aibé S — priestaringa.

Reikia Zinoti.

Kas yra logikos formuliy aibés interpretacija.

Jrodymas.

interpretacija v, su kuria visi aibés S disjunktai teisingi.

ISvedimo ilgis — f-liy, esanciy iSvedimo sekoje, skaicius. Taikydami indukcijg pagal iSvedimo ilgj s,
parodysime, kad su ta pacia interpretacija v ir C yra teisingas.
Jeis =1,tai C{ € Sirtodélv(Cy) = t.
C, € S (tada v(C,, = t)) arba gautas pagal A.T. i$ kairéje esanciy disjunkty(zym. C;, Cy).
(3 prielaida) Tarkim C; = pVC; , Cx = =pVCy ir Cp = C;VCy . Pagal indukcijos prielaida abu Cj, Cy
teisingi su interpretacija v. Galimi atvejai:

a) leiv(p) =t,taiv(C),) =1t i v(C,) =t

b) Jeiv(p) =k taiv(C) =t —> v(Cp) =t
t.y. C,, ivykdoma su ta pacia interpretacija v.

Gavome: jei S — jvykdoma, tai ir C—jvykdomas. Jei S  Cir C néra jvykdomas, tai aibé S — priestaringa.
Teiginys jrodytas.
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7 teiginys. Jei disjunkty aibé S — priestaringa, tai i3 S iSvedamas tuscias disjunktasO .
Jrodymas.

Pazymékime loginiy kintamuyjy esanciy aibéje S kiekj [. Jrodysime mat. indukcijos principu. Indukcijos
bazé (I = 1) yra vieno i$ pavidaly: {p}, {-p}, {p, =p}. Tik 3-iu atveju aibé - priestaringa ir iSvedamas 1.

Jei aibéje yra disjunktas pavidalo p V —p V C, tai jis visada bus teisingas, todél aibé S priestaringa bus
t.t.t., kai jj iSbraukus aibé bus priesStaringa. Laikykime, kad tokiu disjunkty néra.

(1 prielaida) Tarkime kai aibéje yra I < k kintamujy ir ji prieStaringa, tai is jos iSvedamas. Jrodysime, kad
kai I=k ir aibé priestaringa, i$ jos taip pat iSvedamasO.

Tegul p yra koks nors loginis kintamasis, tenkinantis sglygas: aibéje S yra disjunktas su p ir aibéje S yra
disjunktas su —p, bet be p. Jei tokio p neatsirasty, tai aibé buty jvykdoma.

Imkime aibe S, j kurig jeina visi disjunktai, turintys p bei —p. Suskaidome j3 j dvi dalis: S; ir S, taip, kad
pirmojoje buty visi su p, o antrojoje visi su =p .

Taikome at?vilgiu p atkirtos taisykle, imdami vieng disjunktg i3 S, o kitg - i$ Sy . Visy, tokiu bldu gauty,
disjunkty aibe pazymékime at(S,) . Aibés at(S,) disjunktuose néra p (kartu ir —=p). Parodysime, kad aibé S
jvykdoma t.t.t., kai jvykdoma:

A=(5-5,)Uat(S,)

IS esmés aibé A yra ta pati S, tik jos disjunktuose nebéra p (bei —p ).

1. (2 prielaida) Tarkime, S jvyykdoma. Tuomet visi disjunktai i$ at(S,) taip pat jvykdomi, nes gauti i$
jvykdomy disjunkty, pritaikius atkirtos taisykle. S — S, jvykdoma, kadangi yra jvykdomos aibés
poaibis. Be to, abi aibés jvykdomos su viena ir ta pacia interpretacija. Taigi A jvykdoma.

2. (3 prielaida) Tarkime, aibé A jvykdoma. Vadinasi, yra interpretacija v, su kuria visi disjunktai iS A
teisingi. Parodysime, kad v galima pratesti taip, t.y. priskirti kintamajam p tokia reikSme, kad
buty ivykdoma S, o kartu bus ivykdoma ir S.

Tegul ST = {Civp,..,ChV p}’ oS ={DyV-p, ..., D,V p}
U Dy, ..., Cy U D,

Tuomet: af(S,) =
CpUDy,..,CyUD,

1. (4 prielaida) Tarkime, 3 toks i, kad v(Cj) = k (1 <=i<=m). Tuomet v(Dj)=t (j = 1..n) yra teisingi,
todél p galime priskirti reikSme t.

2. (5 prielaida) Tarkime, v(C;) = t(j = 1..m), tada p galime priskirti reikSme k.

Gavome, kad aibé S yra jvykdoma tada ir tik tada, kai jvyykdoma A, t.y. aibé S priesStaringa tik kai A
priesStaringa. Kadangi aibéje A maziau nei k elementy, tai jai galioja indukcijos prielaida.

Teiginys jrodytas.
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10 teiginys. Jei Ay, A, — B.A. kalbos, tai A; U A,, A; N A, —taip pat B.A. kalbos.
Jrodymas.
(prielaida) Tarkim, kad Zodziy aibés AirByraB.A. Y, =< Gy, F4 >irpp =< Gg, Fg >, kalbos.
10) Pavaizdavus Siuos B.A. orientuotais grafais(virstines vaizduojant B.A. blGsenomis, o peréjimy funkcijas
- lankais tarp virsiniy), bei tarus, kad:
1-ojo B.A. i;: buseny aibé yra Qa={qo, ---, d¢, --, i, ---» Am}, galutiniy buseny aibé Fa={q,, q;, ...},
2-ojo B.A. ;: buseny aibé yra Qg ={qq, ..., qd, ..., Gj, ..., n}, galutiniy baseny aibé Fs ={qq, gj, ...}
5) Galime sudaryti abiejy B.A. blseny aibiy Dekarto sandaugg (Zym.: Qaxs = Qax Qg) (Pagal apibrézimg,
dviejy aibiy A ir B dekarto sandauga yra visy jmanomy pory (m,n) aibé, kur 1-asis poros elementas
yra is aibés A, o 2-asis — is aibés B):

( (90,90), --» (do,9a), - (A0,0), ---s (q0,9n), )

(qCIqO)I LAY (qCqu)r L] (qCIqj)l vy (quqn)r

Qasg = ¢ \

(qilqO)l ) (CIi,Qd), ) (Cli,CIj), ey (qilqn)l

k(qmlqo)l Ay (qmlqd)l Ry (qmlqj)r Ay (Qm:qn) J
6) Tarkim, kad grafas Gaxg yra grafy G, ir Gg dekarto sandauga: Gaxe = Gax Gg . Tuomet grafo Gaxs

virsiinés bus aibés Qaxg elementai. Taigi, jei Ga turi m virsiniy, o Gg — n, tai Gaxg turi m x n virsaniy.

v
Lankas L,y 5 = (qc, qd) - (qi, q}.) ,V € X, tarp dviejy grafo Gaxg virdtniy bus t.t.t., jeigu 3 lankai:

b= (a) > (@) irty = (a,) > (a,)-

7) Tarkim, kad Y44 =< G4 X Gg, F¢ >. Tuomet, jei:

1. (qs q]-) € Fcttt, kai: q; € Fyarba q; € Fg , tai B.A. Y «p kalbayra A U B;
2. (qiqj) €eFcttt, kai: q;€F, ir q€Fp, tai B.A. P4 kalba yra A N B.
Teiginys jrodytas.

Pastaba: Norédami aiskiau suvokti — kas yra grafy Dekarto sandauga, perzvelkite 4-yjy pratyby ,b“
dalies — ,,Baigtiniai Automatai“, uzdavinj su grafy Dekarto sandauga.
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16 teiginys. Baigtinumo problema nei$sprendziama.
Jrodymas.

(1 prielaida) Tarkime, kad 3 algoritmas iSsprendzZiantis baigtinumo problema. Vadinasi yra tokia TM, kuri

su pradiniais duomenimis a,(x, y) po baigtinio skaiciaus Zingsniy baigs darbga, juostoje jrasiusi 0 arba 1
ir ties ja bus skaitymo galvuté. Tuomet:
1, Jjeigy(y) <o
a, (X, = ..
8= =1o] Jei i =
yra BR f-ja ir atsiras TM paskaiciuojanti DR f-jg W(x):
1, el g(a, (X, =0
W) = { jei 9(az(5,y))
o, jeig(a(xy))=1
J3 gauname taip: V galutine biseng q; iSbraukiame is F aibés, o peréjimy f-jg papildome:
8(q;,1) = (g5, 1,D)
8(q;,b) = (q;,1,D)
6(q;,0) = (qki, 1, N) , Cla qy; — kurios nors naujos busenos, jas priskiriame F aibei.

(2 prielaida) Tarkime, kad [ yra TM, apskaiciuojanéios ¥, numeris. Tuomet / bus ir ¥ numeris,t.y. ¥ = @,.

Aiskinameés, ar ¥ (1) < oo. I$ 1 prielaidos gauname priestarg:
1) Jei ¥(I) < oo, tai g(a, (L, D) = 0ir @;(I) = o0, ty. W) = o.
2) Jei P(l) = oo, tai g(ay(LD) = 1ir ¢(D) = o, ty. () < .
Teiginys jrodytas.

18 teiginys. Standartiniy TM aibé yra skaiti.

Jrodymas.

V standartine TM galime uZrasyti ZodZiu i$ abécélés A= {0,1,b,q,2,..9,6,=,(,), K, D,N} U {;}.
Baigtinés abécéles visy Zodziy aibé yra skaicioji. Taigi Zodziai, sudarantys kurios nors TM peréjimy f-jas,
yra begalinés skaicios aibés A* poaibis, kuris yra skaitus, nes skaicios aibés poaibis yra skaitus arba
baigtinis. (past.: ZvaigZdute* Zymima abécélés A ZodZiy aibé)

Teiginys jrodytas.

23 teiginys. Visi 3 rekursyviai skai¢ios aibés apibréZimai yra ekvivalentis. (tik dalinis jrodymas)

. Aibé AyraR.S., jei ji sutampa su kurios nors DR f-jos D.

II. Aibé AyraR.S., jei ji sutampa su kurios nors PR f-jos E.

I[II. Aibé AyraR.S,, jei 3 tokia PR f-ja f(a, x), kad f(a, x) = 0 turi sprendinj t.t.t.,, kai a € A.
Irodymas (/7 - ).
(prielaida) Tarkime A — R.S. pagal Il apibr.. Tada A sutampa su PR f-jos h(x) Ef. Tada |h(x) — a| = 0 yra
PR ir turi sprendinj t.t.t., kai a € A. Vadinasi A —R.S. pagal III apibr..
Teiginys jrodytas.
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24 teiginys. Jei aibé A yra R.S., bet néra rekursyvi, tai jos papildinys A néra nei rekursyvi nei R.S. aibé.
Jrodymas.
(prielaida)Tarkime priesingai A —R.S.. A—R.S. (duota). Pagal Il R.S. aibés apibr. 3 tokios PR f-jos f(x) ir
glx), kad A = {f(0), f(1),...}irA = {g(0),g(1),...}.
Imame f-jg h(x) = p,(|f(z) — x| * |g(z) — x| = 0), kuri yra BR, nes apibréztaVx e N, oAU A = N.
Jei x € A(x¢&A) ,tai h(x) = z, kuriam teisinga, kad f(2) = x
Jei x €A (x & A), tai h(x) = z, kuriam teisinga, kad g(2) = x, f(2) # x
Tada aibés A charakteringoji BR f-ja:

=0
I_H
sg(If(2) —x|) , jeix€A _{1,jeixEA
s5g(1f(2)—x|) , jeixg A~ 10,jeix & A
>0
IS Sio char. f-jos apibr. iSplaukia, kad A — rekursyvi, o pagal sglyga: A — néra rekursyvi. Gauta priesStara.
Teiginys jrodytas.

Xa(®) =55 ) - ) = {

26 teiginys. 3 BR, bet ne PR funkcija (h(x) = A(x,x) € BR, bet & PR).
Reikia Zinoti.
F-ja f (x) yra maZzoruojama f-jos h(x), jei 3 toks xo, nuo kurio su visais x > x, galioja: f(x) < h(x).
Jrodymas.
Parodysim, kad f-ja h(x) maZoruoja V 1-arg. PR f-j3, todél pati néra PR.
Pirmiausia - kad ir kokia baty f(x), 3 toks n, su kuriuo f(x) bus mazoruojama f-jos A(n, x):
1. s(x) <2* =A(2,x) , x=2,3,...
2. g(x) <s(x)=2*<A(2,x)
3. (prielaida) Tarkim f(x) < A(nq, x) ir g(x) < A(ny, x), bein =nq + n,.
Tada f(x) < A(n, x) irg(x) < A(n, x)

4. Pritaikome sudéties operatoriy:

FOO)+gx) <2-Am,x) < 2-24000 < 240410 < A(p A(n+1,x)) = A(n+ 1, x + 1) < A(n + 2,%)
5. Pritaikome kompozicijos operatoriy:

flg(x) <A, g(x)) < A(n,A(n +1, x)) =An+1,x+1)<A(n+2,x)
6. Panasiai gaunamas jvertis ir iteracijos operatoriaus atveju

Parodém, kad V PR klasés f-jai f(x) In: f(x) < A(n,x). Parodysime kad f(x) mazoruojama h(x):
fn+x) <Amn+x) <A(n+x,n+x) = h(n+x) ,Gia f(x) < A(n,x)

Taigi, Vf (x) € PR yra mazoruojama h(x) € BR. Todél h(x) & PR, bet € BR. Vadinasi PR c BR.
Teiginys jrodytas.
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27 teiginys. a) Visy n-arg. PR f-jy universalioji F(xg, X1, ..., X,) & PR.

b) Visy n-arg. BR f-jy universalioji F(xo, X1, ..., X,) & BR.
Jrodymas a).

(prielaida) Tarkim F(xg, X1, ..., X») € PR, tada imam f-j3 g(x3, ..., X») = F(Xz, X3, ..., X»)+1 € PR, nes gauta i$

x+1 ir F, pritaikius kompozicijos operatoriy, bei 3 toks i €N, kad F(i, x4, ..., Xp) = g(x4, ..., Xn), nes F —
universalioji.

Tada paéme x;=...=x,=i : F(i,i,..,i)=g(i, ..., i)irF(i, ..., )1 =g(i, ..., i) =>F(i, i, ..., i) = F(i, ..., i)+1
ir F € PR(apibrézta visur). Gauta prieStara => F € PR.

Teiginys jrodytas.

Jrodymas b). Visur vietoje PR jsistatyti BR, jrodoma analogiskai kaip ir a) atveju.

28 teiginys. Visy 1-arg. PR funkcijy aibe 3 universalioji BR klasé.
Jrodymas.

Visas 1-arg. PR f-jas galime iSreiksti per bazines s(x) ir q(x), taikant sudéties, kompozicijos ir iteracijos
operatorius. Todél V PR f-jai galime priskirti numerj. f(x) numerj Zymésime n(f(x)), kur n — f-jos numeris.
n(f(x)) Zym. f,(x) | jein(f(x)) = airn(g(x)) = b, tai:
n(s(x) =1 |n(f(x) +g(x)) = 235"
n(@(x) =3 | n(f(g(x)) = 4%3%*5°
n(f(x)) = 8x3°
Apibréziame 2-arg. f-jg F(n, x) = f,(x), ty. F(n, x) lygi 1-arg. f-jai, kurios numeris yra n:
(faCO) + fp(x) , jein= 2%3%x5"
fa(fo(x)) , jein= 4x3%x5P
F(n, x) = 4 fa(fulx = 1)), jein= 8%3%x>0
0, jein=8x3%x=0
q(x) , jein= 3
\ s(x) , jein=1
IS apibr. matome, kad V f-ja turi numerj, bet ne vienintelj. Be to 3 N skaiciy, kuriy neatitinka jokios f-jos.

Dabar apibréziame 1-arg. PR f-jy universaligja:
D(nx) = {F(n, x), jei nyra kuris nors f — jos numeris
’ 0, prieSingu atveju
D(n,x) € BR, nes yra visur apibréZzta, taciau pagal ,,27tg.a)“ dalj, D(n,x) & PR.
Teiginys jrodytas.

29 teiginys. D" (xo, . . ., x,) = D(Xo, (X1, . . ., X)) yra visy n-arg. PR funkcijy universalioji.

Su kiekvienu fiksuotu xo, funkcija D(xo,a,(X1,...,X,)) yra PR. Taip pat, jei g(x,...,x,) yra kuri nors n-arg. PR f-
ja, tai tokia yra ir 1-arg. f(x) = g(mwl(x),...,m*(x)). Tad atsiras toks natdralusis xo, kad f(x) = D(xo,x).

Skaicius xq ir yra g(xy,...,X,) numeris, nes

flan(xey, oo, %)) = gL (@R (X1, o) X)), woes T (AR (X1, e, %)) = G (g, e, X))
Teiginys jrodytas.
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30 teiginys. Visy n-arg. DR funkcijy aibe 3 universalioji D" (xg, x4, ..., X»).

Jrodymas. Bet kurios DR f-jos grafikas yra R.S. aibé. Taigi 3 tokia PR f-ja g(x, ..., x,, y, z) , kad
(X1, ..., Xn, ¥) € At.t.t., kaip 3 toks z, kad g(xy, ..., x,, y, z) = 0.

(prielaida) Tarkim, kad t = ay(y,z). Tada (x, ..., X, ¥, z) € A t.t.t., kai 3 toks t,

kad g(x, ..., X, T3 (t), wL(t)) = 0. Pazymékime ja F(x, ..., Xy, t) .

Kad ir kokia baty DR f-ja f(xy, ..., x,), atsiras tokia PR F(xy, ..., x,, t),kad

f(X1, .oy Xn) = T3 (Ue(F(X1, ..., Xn, t) = 0)) {INF: 31.1}

DR n-arg. f-jy universalioji D"** gaunama taip:

5M(Xo, X1, vy Xp) = 7T%(Iv‘t(l)mz(xo, X1, <oy X, t) = 0))

IS tikryjy Si f-ja su V fiksuotu x, yra DR. Taciau, jei f(xy, ..., x,) yra kuri nors DR f-ja,
tai 3 tokia PR F(xj, ..., xp, t) kuriai galioja {INF: 31.1}. Tarkim jos numeris yra i, tada:
D™i, Xy, -y Xn) = T3 (BeD" (i, X, ., X, 1) = 0))

Teiginys jrodytas.

31 teiginys. Visy n-arg. DR funkcijy aibés universalioji D"**(xo, xy, ..., X,) neturi pratesimo.
Jrodymas. Imam V(x) = @5””(& X, ..., X). Jei V(x) apibrézta su kuriuo nors x, tai jos reikSmé yra 1 arba 0.
(prielaida) Tarkim V(x) turi pratesimg W(x). | ja(1-arg) galime ZiGréti kaip j n-arg f-jg:

W(x1) = pri(W(x1), X2 ..., Xn)
Atsiras tos a, kad 5"”(0, X1, ..., Xn) = W(x1) . Ji visur apibrézta. Imam x;=... = x,=a..

W(x) yra V(x) =@l~)”+1(x, X, ..., X) pratesimas. Gaunam priestarg W(a) =5g W(a) . Taigi V(x) neturi
pratesimo.

Tarkim, kad D™*(xo, Xy, ..., X,) turi pratesima P(xg, X1, ..., X,) . Tada SgP(x, x, ..., x) buty V(x) pratesimas, o
tokios tarp BR f-jy néra.

Teiginys jrodytas.

32 teiginys. 3 rekursyvios, bet ne rekursyviai skaicios aibés.
Jrodymas. Imam universaliaja 1-arg. f-joms D*(x1,x2). F-ja V(x) = @Ez(x,x) turi savybes:
1) V(x)yra DR.
2) V(x) neturi pratesimo.
3) V(x) reikSmiy aibé yra {0,1}.
Lygties V(x) = 0 sprendiniy aibé yra R.S., nes sutampa su DR f-jos pu,(V(x) + z = 0) Dy. Jei ji buty rekursyvi,
t.y. atsirasty tokia BR k(x), kad:

(1, jeiV(x) =0,
K(x) = { 0, kitu atveju.
tai Sg k(x), buty V(x) pratesimas. O tai prieStarauja 2-ai f-jos V(x) savybei.

Teiginys jrodytas.
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