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Ivadas

Pratarmé

Parengta pagal E. Manstaviciaus knyga ,,Diskrecioji matematika: kombinatorikos ir grafy teorijos
pradmenys*. Taip pat pagal G. Skersio déstomo kurso ,,Grafy teorija‘ paskaitose pateikta medziaga.
Konspektas skirtas studentams, kuriy studijy programoje yra itraukta teorija apie grafus.

Kai kuriems apibrézimams, aiSkumo délei, yra pateiktos kelios ekvivalencios formuluotés. Pabaigoje
pateikti keliy tipiniy sunkesniy uzdaviniy sprendimai.

Prie paskutinés konspekto versijos rengimo aktyviai prisidéjo déstytojas G. Skersys.
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Trumpiniai, simboliai, priminimui

Trumpiniai

n-arg. — n-argumenty
Zym. - zymime

t.t.t. — tada ir tik tada

Simboliai

A C B, B2 A - poaibis(4< B)
A © B, B 2 A —tikrasis poaibis(4<B)
A U B —sajunga(4+B)

A N B — sankirta(4 *B)

A\ B - skirtumas(A-B)

X (a,b,c) — suma(a+b+c)

3 — egzistuoja

A — neegzistuoja

V — kiekvienam

€ — priklauso

& —nepriklauso

U = {X,Y} — nesutvarkyta pora, t.y. galima sukeisti poros

elementus vietomis.

G = (V,E) — sutvarkyta pora, t.y. negalima sukeisti poros

elementus vietomis.

= — ekvivalentus
Priminimui
Injekcija, bijekcija, siurjekcija — tai atvaizdis ¢ i§ aibés X jaibeY — ¢: X —>Y.
X Y X Y X Y
' D 1- ‘D 1 D
B 2 +B 2 B
l C 3- +-C 3 'C
A 4 A 4
Injekcija Bijekcija Siurjekcija

Deriniy skaiciaus iSraiSka n, k € N):

ck=cpk=(")=

Isidéemeétinos taisykleés.:
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Apibrézimai
(Pastaba: pariebintu pasvirusiu Sriftu pateikti alternatyviss apibréZimai-paaiskinimai, be issireiskimo kitais apibrézZimais)
Grafas — tai aibiy pora (Virstinés; briaunos). / Zym. G = (V,E) |

G — grafas; V — virsiniy aibé; E — nesutvarkyty virsiniy pory arba briauny (lanky) aibé.
Vaizdavimas grafiskai: Vaizduojant grafa vir§tinés zymimos taSkais, briaunos — linijomis.

Gretimos(kaimyninés) virSiinés — vir§iinés, sujungtos briauna.

Paprastasis grafas — tai grafas be kartotiniy briauny.

Ploksc¢iasis grafas — tai grafas, kurio briaunos plokstumoje nesikerta.

Kelias — tai briauny seka i$ virSiinés A i virSiing B.

Paprastasis kelias — tai kelias, kai per V vir§iing einame ne daugiau kaip 1 karta.

Ciklas — tai paprastasis kelias, sudarytas bent i$ 3 virsiiniy, kuris prasideda ir baigiasi toje pacioje
virsingje.

Tus¢iasis grafas — kai 2 nei viena briauna. / Zym. E™ m = 0]

Jungusis grafas — jei 3 kelias tarp bet kuriy dvieju virstniy.

Pilnasis grafas — jei 3 briauna, jungianti bet kurias dvi vir§tines. / Zym. K", m = C2 |
Grafas su svoriais — grafo briaunos turi priskirtas skaitines reikSmes.

Orientuotas grafas — visos briaunos turi krypti.

Lankas — orientuota grafo briauna, turinti kryptj.

Digrafas — grafas G = (V,E), kur vir§iiniy poros xy yra sutvarkytos.

Pastaba: Digrafo vaizdavime nurodomos briauny kryptys.

Multigrafas — tai pora (V,E), kur E yra imamas kaip briauny rinkinys (Seima) su pasikartojimais.

Briaunai incidencios vir§iinés — tai briaunos xy galai. Izomorfisky grafy pavyzdys:
Virsinei incidencios briaunos — tai briaunos, ateinancios j virSine. /"\ /\
Numeruotasis grafas — tai grafas su numeruotomis vir§tinémis. b c’a c

Izomorfiskas grafas — tai grafas panasus i kita grafa, skiriasi tik vir§iiniy Zyméjimas.

Kai G=(V.E)ir G = (V“.E°):

Grafai vadinami izomorfiSkais — jei 3 bijekcija @: V — V*, kur su V briauna xy tenkinama salyga:
xy € E <& o(x)p(y) € E.

Digrafai vadinami izomorfiSkais — jei 3 bijekcija ¢:V — V* ir atvaizdis ¢ i$laiko ir briaunos
krypti.

Multigrafai vadinami izomorfiskais — jei 3 bijekcija ¢: V — V* ir salyga yra tenkinama V i$
kartotiniy briauny.

Numeruotieji grafai vadinami izomorfiskais — jei 3 bijekcija ¢: V — V© ir atvaizdis ¢ iSlaiko ir

vir§iiniy numeracija. Kitaip tariant — tai visiskai lygts grafai.
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Baigtinis grafas — tai grafas su baigtinémis, virStniy V ir briauny E, aibémis.

Kilpa — tai briauna tarp tos pacios vir§iinés, t.y. briauna xx.

Aibés galia — tos aibés elementy skaicius. /| Aibés A galia Zym. |A| |

V aibés galia (virsiniy skaicius) zymimas |V|=n>1; /[ Zym. n |

E aibés galia (briauny skaicius) zymimas [E|=m>0; / Zym. m |

Grafo eilé — skaiCius n (virsiniy sk.).

Grafo didumas — skaiCius m (briauny sk.).

Grafo briauny susikirtimo tasky skai¢ius plok§tumoje — skaicius Cr. / Zym. Cr(G) |

Grafo skaitiniai parametrai — eilé, didumas, minimalus briauny susikirtimo skaicius.
(ju yra ir daugiau — jungumo komponenciy skaicius, minimalusis ir maksimalusis laipsniai, skersmuo,..)

Grafo poaibis — tai grafas, sudarytas i$ kito grafo vir§tniy V' € V ir briauny E‘ € E poaibiy.
Pografis — tai grafo poaibis. I'* ¢V, E* € E. [ Daznai zym. G* ]

Virsiiniy aibéje V¢ indukuotasis pografis — tai pografis, kurio vir§tiniy aibé yra V*, o briauny aib¢je
yra visos pradinio grafo briaunos, jungiangios pografio virsiines. / Zym. G[V‘] ]

Jungus pografis — jei 3 kelias tarp bet kuriy pografio virStniy.

Grafo sutraukimas — tai grafo vir$iiniy x ir y sutapatinimas, iSmetus briaunag xy.

Virsineés laipsnis (valentingumas) — tai briauny, ateinanéiy i virsiing, skaicius. / Zym. d(x) |
Izoliuotoji virSoiné — tai virStune, kurios laipsnis yra 0. /o(x) = 0 /

Minimalus grafo laipsnis — tai maziausias virS§tinés laipsnis grafe.

Maksimalus grafo laipsnis — tai didZiausias vir§iinés laipsnis grafe.

K-reguliarusis (k-valentis) grafas — tai grafas su vienodais minimaliu ir maksimaliu laipsniais.
Skaicius k — tas laipsnis. (Visy grafo virsuniy laipsniai yra lygiis k)
Savybé: Kubinis ir Petersono grafai yra trivalenciai.

Grafy sajunga — tai grafas (V U V; E U E*), sudarytas i$ 2 grafy. / Zym. GUG* ]
Pastaba: DaZznai grafy sajungoje virSunéms yra keliamas reikalavimas - neturéti bendry virsSuniy.

Grafy suma — tai grafy sajunga, papildomai i§vedant visas briaunas jungiancias V ir V* virsSiines.
[ Zym. G+G*]

Kelias — tai briauny ir vir§tiniy seka i$ vir§tinés A i virSung B.

Trasa — tai kelias, kurj sudaro tik skirtingos briaunos.

UZdaras kelias — tai kelias, kuri prasideda ir baigiasi toje pacioje virsiin¢je. Ji sudaro bent 3 virSiinés.
UZdara trasa — tai trasa, kuri prasideda ir baigiasi toje pacioje vir§tin¢je. Ja sudaro bent 2 virStnés.
Grandiné — tai uzdara trasa.

Takas — tai kelias/trasa, kuriame visos vidinés vir§inés skirtingos. / Zym. P=x;x... |

Ciklas (grandis) — tai uzdaras takas, sudarytas bent i3 3 vir§iiniy. / Zym. P=x;x,...

Ciklas — tai bent 3 skirtingas virsines apimanti briauny ir virsuniy sekq, kuri prasideda ir uZsibaigia
toje pacioje virsinéje, bei visos ji sudarancios vidinés virsunés yra skirtingos. | Zym. P=xx,... |
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Dilerio ciklas(Euler ‘io ciklas) — tai granding, sudaryta i$ visy grafo briauny.

Dilerio ciklas — tai seka, is bent 2-jy grafo virsuniy ir visy skirtingy grafo briauny, prasidedanti ir

uzsibaigianti toje pacioje virsinéje.

Hamiltono ciklas — tai ciklas, apimtas visas grafo virStnes.
Dilerio grafas — grafas, kuriame 3 Dilerio ciklas.

Hamiltono grafas — grafas, kuriame 3 Hamiltono ciklas.

Grafo jungumo komponenté — tai maksimalus jungus pografis.

Grafo jungumo komponenté — tai grafo poaibis, kuris apima visas grafo virsines, arba prie jo
nebegalime prijungti jokios kitos grafo virsinés, nes jis tampa nejungiu.

ISkarpos virsiiné — vir§une, kurios atémimas keicia grafo jungumo komponenciy skaicius.
Tiltas — briauna, kurios atémimas keicia grafo jungumo komponenciy skaiciy.

Atstumas d — tai trumpiausio tako ilgis tarp vir§iiniy X ir y, jeigu toks takas 3. Kitu atveju atstumas
laikomas begaliniu. / Zym. d(x,y) ]

Dvidalis (dvispalvis, bichromatinis) grafas — tai grafas, kurj sudaro 2 pografiai ir V grafo briauna jungia
pirmojo ir antrojo pografiy virstines. V'U V" =V . V' nV" =0 .

Savybé: Dvidalis grafas neturi nelyginio ilgio grandiniy.

Pilnasis dvidalis grafas — tai dvidalis grafas, kurio visos aibés V' virStinés sujungtos su visomis aibés
V" virsinémis. / Zym. K]

Beciklis grafas — grafas, neturintis cikly.

Miskas — tai beciklis grafas.

Jungusis miskas — tai beciklis grafas, kuriame 3 kelias tarp bet kuriy jo vir§iiniy.
Medis — tai jungusis miSkas.

Medzio skaitiniai parametrai — eilé ir didumas. (Taip pat yra ir kity parametry)

Jungiantysis medis — tai medis, kurio virStiniy aibé sutampa su visa grafo vir§iiniy aibe, o briauny aibé
yra grafo briauny aibés poaibis.

Karkasinis medis (karkasas) — tai minimalus jungiantysis medis.

Karkasas — tai beciklis grafas, kuriame 3 kelias tarp bet kuriy jo virStiniy, o virSiiniy aibé sutampa su
visa grafo vir§iiniy aibe, o briauny aibé yra grafo briauny aibés poaibis.

Ekonomiskas medis — tai toks karkasinis medis, kurio briaunos turi skaitines reikSmes, kad bendra
skaitiniy reik§miy suma biity maziausia.

Ekonomiskas medis — tai toks beciklis grafas, kuriame 7 kelias tarp bet kuriy jo virsiuniy, kurio virsiniy
aibé sutampa su visa grafo virsuniy aibe, briauny aibé yra grafo briauny aibés poaibis, o grafo briaunos
turi skaitines reiksmes, kad bendra ty skaitiniy reiksmiy suma biity maZiausia.

(MedZio) vienatis (vienatinumas) — tai vienintelis galimas (medzio) atvejis duotomis salygomis.

Ekonomisko medZio vienatis — taip apibiidinamas faktas, kad 3 vienintelis ekonomiskas medis(kai
medzio kainos funkcija yra injektyvi).

—
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Zordano kreivés — tolydzios plokstumos kreivés, kuriy V neliecia ir nekerta saves pacios, iSskyrus
galinius taSkus.

Planarusis grafas — tai grafas, kurj galima Zordano kreivémis pavaizduoti plokstumoje.

Planarusis grafas — tai grafas, turintis izomorfiskq vaizdq (skiriasi tik virsianiy Zzyméjimas) plokstumoje
su Zordano kreivémis vaizduojamomis briaunomis.

Ploksc¢iasis grafas — tai plokStumoje iSvestas planarusis grafas.

Grafo veidas — tai plokStumos sritis, apribota ploks¢io grafo briaunomis.
Savybé: Visi plokstieji grafai turi begalini veida.

Zemeélapis — tai ploksciasis grafas (be tilty), kartu su savo veidais.

Valstybés — tai grafo veidai zemélapyje.

Grafo talijos apimtis — tai maZiausias grafo ciklo ilgis (3 <g < ). [ Zym. g ]

Chromatusis grafo skaicius — tai minimalus skirtingy spalvy skaicius, reikalingas norint nudazyti grafo
virsiines taip, kad V dvi gretimos virsiinés biity skirtingy spalvu. / Zym. x(G) ]

Junginys — tai grafo ir jo pografio pora. / Zym. (G,G°) |

Saknis — tai numeruoto medzio viena i§skirta vir§ané.

Sakninis medis — tai numeruotas medis su viena i§skirta vir§ine.
Cayley‘io medis — tai Sakninis medis.

Sakninis mi$kas — tai baigtinis $akniniy medziy rinkinys.

Misko Saknis — tai Saknini miSka sudaranc¢iy medziy Sakny rinkinys.

ZvaigZdinis grafas — jungaus grafo G = (V, E) atvejis — medis T = (V, E"), kai atstumas d visada 1.
Tn,n—1) = 1. °

Abstraktus grafas — grafas, kuriame nesuzymétos vir§iinés. ReiSkiantis suzyméty grafy aibeg.
b c’a c’ a b

Dvejetainis (binarinis) medis — medis, kuris turi viena 2-ojo laipsnio vir$iing (Saknj), o kity virSiiniy
laipsniai yra 3 (vidinés virsinés) arba 1 (medzio lapai).

Priiferio kodas — tai scka @ = (a4, ..., a,,_,) , vienareikSmiskai priskirta medziui G, kurio vir§tniy seka
sunumeruota V = {x;, ..., x,}




Teoremos, lemos, iSvados

Bendros teoremos

1 teorema. Galima sudaryti 2™("~1/2 skirtingy n-tosios eilés numeruotyjy grafu.
2 teorema. Grafas yra jungiy pografiy sajunga.

3 teorema. Grafas yra miskas t.t.t., kai V virStiniy pora jungia ne daugiau kaip vienas takas.

Miskas ir medziai

4 teorema. Sie tvirtinimai yra ekvivalentis:

1. G yra medis;
2. G yra minimalus jungus grafas, t.y. bet kurios briaunos atémimas is grafo padidinty jungumo

komponenciy skaiciy,
3. G yra maksimalus beciklis grafas, t.y. sujungiant bet kokias negretimos virsiines biity

sukuriamas ciklas.

Optimizavimo problema
S teorema. Konspektuose patekti 3 ekonomisko medzio paieSkos algoritmai duoda ekonomiskus
medzius. Jei kainos funkcija yra injektyvi, tai ekonomiskasis medis yra vienintelis.

Ekonomisko medzio vienatis. Jei kainos funkcija yra injektyvi, tai toks medis yra vienintelis.

Grafo parametry rysSiai
Eulerio lema. Grafo virSiiniy laipsniy suma yra lyginis skaicius.
1 i§vada. Nelyginio laipsnio virStiniy kiekis grafe yra lyginis skaiCius.

2 iSvada. Tarkime, kad d(G) = |71| YxevO(x) yravidutinis grafo laipsnis, ir
= % — vidutinis briauny skai¢ius, tenkantis vienai virStnei. Tada ¢(G) = d(G)/2 .
2lema.Jei G' = (V,E") ir ¢"" = (V',E'"") , V'NV" =@ ,—du pilnieji grafai su aibiy galiomis:
|V,| = Ny, |V”| = Ny, n1+n2 =n.

Tai grafo G' U G"' didumas didZiausias, kai n, = n—1,0 n, = 1 .

6 teorema. Jei n — grafo eilé, m — didumas, o k — jo jungumo komponenciy kiekis, tai:
< n—-k(n-k+1)

- 2

1 isvada. Maksimalus nejungaus grafo briauny skaicius lygus:

W briauny, tai jis yra jungus.

n—k <m

(n-1)(n-2)
. :
2 iSvada. Jei n-tosios eilés grafas turi daugiau nei
7 teorema. n-tosios eilés grafas yra medis t.t.t., kai jo didumas lygus n-1.

1 iSvada. n-tos eilés grafo jungianciojo medzio didumas yra n-1.

2 iSvada. n-tos eilés misko i k medziy didumas lygus n-k.




Grafo planarumas

Dilerio teorema(/752). Jei G — jungus Zemélapis, n — jo eil¢, m — didumas, f — valstybiy skaicius, tai:
n—m+f =2

9 teorema. Planarusis n = 3 eilés jungus grafas turi
m < 3n—6
briauny. Jei toks grafas turi maziausio ilgio 3 < g < oo cikla, tai:

L 9m=2)
g—2
I$vada. Pilnas grafas K° ir dvidalis grafas K33 yra neplanarieji.

Pastaba. Jungaus ploksc¢io grafo minimalus laipsnis nevirsija 5.

10 teorema. Tegu Cr(G) yran > 3-os eilés grafo G briauny susikirtimo tasku skaiCius, vaizduojant
ji plokstumoje. Tada:

Cr(G) =2 m-3n+ 6
Pastaba. 1982 metais buvo pastebéta, kad:

Cr(G) = c*m3/n? , kurc>0, kaim > 4n

Grafo virsuniu spalvinimo problema

11 teorema. Jei A(G) yra maksimalus grafo laipsnis, tai Y (G6) < 4(G) + 1 .
3 lema. V planarusis grafas turi ne didesnio kaip penktojo laipsnio vir§iing.

12 teorema. V planarusis grafas yra 5-spalvis.
I§vada. ¥ zemélapis yra 5-spalvis.

13 teorema. V zZemélapis yra 4-spalvis.

10
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Medziy skaicius

Cayley‘io teorema. I§ viso galime sudaryti n™ 2 skirtingy (izomorfisky arba ne) numeruoty n eilés
medziy.

Lvada. Yra d,, := n™ 1 §akniniy n eilés medziy.

15 teorema. Jei ¢, — n-tosios eilés Sakniniy misky skaicius, tai:

dn+1
= = 1 n-1

16 teorema. Teisingas rekurentinis sarysis (C; = 1) :
(Dvetainiy medziy, turinciy N lapy, kiekio formulé)

N-1
Cy = Z(CNCN—I()
k=1

Be to:

1 /2N -2
-3 )

Pastaba. Vidutinis tako nuo Saknies iki lapo ilgis iSreiskia algoritmo, pavaizduoto dvejetainiu medziu,
efektyvuma.

11
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Karkasinio medzio iSvedimo budai

1 buidas. Jungiame (vadinasi, 3 kelias tarp V virsiniy poros) grafe G = (V,E):
1. Fiksuokime virSing x €V.
2. Apibrézkime skaiciy s:
s =|V\{x}|=n-1 , s < ®
(Cia s —maksimalus jmanomas tako ilgis, is virsiunés x i labiausiai nutolusiq grafo G virsine)
3. Virsuniy aibe V suskaidykime i nepersikertancius poaibius Vy, Vi, ..., Vs:
Vi={yeV:dkxy =i} , kar i=01.,s5;, V'={v,.., v}

(Cia d — trumpiausio tako ilgis tarp virsiniy x ir y, kuris jungiaus grafo atveju visada 3)

T.y.:
Vo ={y €EV:d(x,y) =0} , i=0 2Vy={} V={kv,., v}
i;i={y€V=d(X.y)=i} , i=1 .., s1
Vs={yeV:dxy) =s} , i=s

Jeiy; EV;,taidx 2y; takas P = Xz4...Z;_1Y;
Pastebékime, kad V;# @, kurj=01,..,i, kaii>0 .
Taigi, Vy; €V; rasime y',_, € V;_; tokj, kad y; 1¥; €E .
I8, galbit, keliy galimybiy pasirinkime viena.
Kai y perbégs V,0 y' bus vir§inei y priskirtos, pradinei x artimesnés vir§inés, briaunos
yy' ir sudarys briauny aib¢ E’:
T = (V,E), E'={yy:yeV,y+x}

9. Kadangi iV y iS x patenkama tik vienu keliu, grafas T neturi cikly. Taigi, T - karkasinis medis.

e A

Indukcinis budas.
1. Tegu V—visy grafo G = (V,E) virSuniy aibé, o Z — jau panaudoty grafo G viriiniy aibé.
Pradzioje Z = {@}. Tuomet, jei T;:=(V;, E;) iri>1 ,tai Z = V;_4 .
2. Imkimex €V .Tada Tq:= ({x}, @) - medis. Fiksuojame nauja Z = {x}.
3. I8sirenkame vir§ting y € (V' \ Z) tokia, kad ja jungty briauna su virsiine z € Z. Fiksuojame
nauja Z = Z U {y}.
Pvz.: jei k=2, tai medis Ty:= ({x,y}, {xy}) ,0 Z ={x,y} .
Kitaip tariant:
1) Tarkime, kad jau sukonstravome medziy seka:
T, cT, c.. Ty c...cT, G
(¢ia T; — i-tosios eilés medis, i — medZio eilé)
2) Jeitk<n=|V] , tai 3 pora (y,z) tokia, kad:
z€V(Ty),y € V\V(Ty)
( ¢ia V(Ty) - T virsiniy aibé, ir zy €E )
PrieSingas atvejis prieStarauty grafo G jungumui.

3) Apibrézkime Tj,q :
Tevr = V() U {y}, E(Ti) U {zy})
4. Kartojame 3-iaji zingsni iki tol, kol Z tampa lygus V, o V tampa lygus {@}.
5. Baigtiniame grafe $is procesas baigtinis. Jis baigiasi, kai k = n.

( 1
1 12 )



Ekonomisko medzio paieskos algoritmai

1. Turime pilnaji n-tos eilés grafa G=(V,E) ir apibrézta kainos funkcija:
f:E - R*
Reikia i$vesti karkasinj medi T = (V, E’), toki, kad bendra medzio T kaina F(T):

F(T) = Z fxy), ¢ia f(xy) — kainos funkcija
xy€E'
blity maziausia.

2. Prisiminkime 4-3ja teorema:

4 teorema. Sie tvirtinimai yra ekvivalentis:

1. G yra medis;
2. G yra minimalus jungus grafas, t.y. bet kurios briaunos atémimas is grafo padidinty

Jjungumo komponenciy skaiciy;
3. G yra maksimalus beciklis grafas, t.y. sujungiant bet kokias negretimas virsines biity

sukuriamas ciklas.

3. Norédami surasti ekonomiska medi, taikykime viena i8 3 jo paieskos algoritmuy:

1 algoritmas (paieska pagal maziausiq kaing):
1. Imame briauna e = xy € E su maziausia kaina:
fle) = min fGxy);
2. I8 likusiy briauny iSrenkame pigiausia;
3. Procesa kartojame su salyga, kad iSrenkamos briaunos nesudaryty ciklo.

Procesas baigtinis, o gautasis grafas, kaip maksimalus beciklis grafas, pagal 4 teoremos 3 punkta, bus
karkasinis medis.

2 algoritmas (paieska pagal didziausiq kaing):
1. Imame briauna e = xy € E su didZiausia kaina:
fle) = max f(xy) ;
ir ja atimame i$ grafo G;
2. Tapati kartojame su grafu G\ {e} ,zy. G — e;
3. Procesa baigiame, kai kitas bet kurios briaunos atémimas padidinty grafo jungumo komponenciy
skaiciy.

Gautasis grafas, kaip minimalus jungus grafas, pagal 4 teoremos 2 punkta, bus jungiantysis medis.

3 algoritmas (indukciniu biidu):
1. Imame bet kokia virSting x; €V ;
2. Imame viena i$ pigiausiy briauny, incidenciy virStinei x; , briauna x1x, € E (x, €V \ {x1} );
3. Radg virStnes xj, ..., x; ir briaunas x;x; (i <j <k) ,
ieSkome x = x4 EV\ {xq, ..., X} ,tokios, kad kaina  f(xp,1x;) , sukazkokiu i <k
, biity minimali.
Procesas baigiasi, kai k = n , o briauny skaic¢ius lygus n — 1. Taip gavome jungiantiji medi.
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Priiferio kodo paieskos algoritmai

Priiferio kodo sudarymo, pagal duota medij, algoritmas:

Visy pirma grafas turi biiti numeruotas.

NADNER RN

IS visy grafo vir§iiniy iSsirenkame ta, kurios laipsnis yra 1.

Jei yra kelios tokios vir$tings, tai imame ta, kurios numeris maziausias.

Tuomet pasirenkame virsing y , | KURIA veda miisy 1-2 punktuose pasirinkta vir§ing x.
Virsiing, kurios numeris y, dedame i Priiferio koda.

Virsiing, kurios numeris yra x, Saliname i§ grafo, kartu su jai incidencia briauna xy.

Procesa kartojame, kol Priiferio kodas pasiekia n-2 ilgi. Cia n — pradinio grafo vir§iniy skaicius.
Rezultate gavome Priiferio koda pagal duota medj.

1 2
5 6
> o={L1515}
4 3

Medzio radimo, pagal duota Priiferio koda, algoritmas:

NS R WD =

Atidedame (pazZymime) n vir$iiniy, kur n-2 yra Priiferio kodo ilgis.

Imame maziausio numerio virsiing, kurios néra Priiferio kode.

Ja jungiame (nubraizome grafe) su pirma virSine i$ Priiferio kodo.

Abi Sias virSiines pasaliname, atitinkamai, 1§ miisy vir§iiniy aibés, bei Priiferio kodo.
Procesa kartojame tol, kol Priiferio kodo elementy aibé¢ lieka tuscia.

Tada sujungiame (nubraizome grafe) likusias dvi virsiines virSiiniy aibgje.
Pasaliname sias dvi virsines is misy virsuniy aibés. (nebiitina)

Rezultate gavome (nubraizéme) medi, pagal Priiferio koda.

2 o3
a={1515 > ¥ :
6 5

14

—
| —



Uzdaviniy sprendimo pavyzdziai

Uzdavinys 1. Rasti duoto grafo chromatuji skaicéiy.

Duota: 3 Sprendimas:
A 1. Randame maks. grafo laipsni: 4(G) = 4 ;
e(3) b (1) 2. Randame chromatyji skai¢iy: x(G) < A(G)+1=4+1=5;
3. Patikriname ar tikrai y(G) <5
Jei grafe 3 ciklas is 3 virSiniy — reikés ne maziau 3 spalvy. Jeigu V
ciklas yra is 3 virsuniy — reikes lygiai 3 spalvy.
di) (2 4. Grafe visi ciklai i 3 virsiniy => y(G) = 3

Atsakymas: Duoto grafo chromatusis skaicius yra 3.

Déstytojo komentaras:

Remtis maksimaliuoju grafo laipsniu nepatartina, nes tai néra labai tikslus chromaciojo skaiciaus
ivertis. Jokiu algoritmu remtis negalime, tikslesnj jvertj gautume pabande nuspalvinti grafo virsines.
Norédami jrodyti, kad x(G) = k , turime jrodyti, kad ¥(G) < k ir x(G) = k . Taciau nezinome
kam lygus skaicius k. [verti x(G) < k gausime nuspalvine grafo virsunes, naudodami kuo maZiau
spalvy. Tarkim mums uzteko 3 spalvy, t.y. x(G) < 3 (taciau, galbiit, uztekty ir maziau spalvy kitaip
perspalvinus). Kad y(G) = 3 matome is to, kad grafe 3 ciklas is 3 virsuniy, pvz. acda (taigi 3 spalvy
Siam grafui nuspalvinti tikrai reikés, o gal ir daugiau). Todél x(G) = 3
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Uzdavinys 2. Ar duotas grafas yra dvidalis. Ar duotas grafas yra planarus?

a b Teorija:

e f Grafas yra dvidalis, jeigu galime sudaryti du tarpusavyje
nesikertancius grafo virsiiniy poaibius, kad bet kokia grafo
briauna jungty pirmojo ir antrojo pografiy virsiines.

Be to dvidalis grafas neturi NELYGINIO ilgio grandiniy.

d c

Sprendimas:

1. Misygrafas: 6 = (V,E) ; V={ab,cd,e,f}

2. I8sirenkame vir$iing — pvz. vir§iing a ir ja iraSome | pirmaji poaibi: V‘ = {a}
3. Visas gretimas vir§iines vir$iinei a, suraSome i antraji poaibi: V*“ = {b,d, e}
4. Paskirstome, kitas virSiines 1 poaibius taip, kai joms gretimos virStinés priklausyty kitam poaibiui.
5. Gavome du vir$iiniy poaibius:
V' = {a,cf}
V' = {b,d, e}
6. Patikriname ar tikrai kiekvienai virSiinei gretimos vir§iinés yra i§ kito poaibio.
7. Kadangi priestaravimy neradome — vadinasi muisy grafas yra dvidalis.
8. Kad aiskiau matytysi, jog duotas grafas — dvidalis, perbraizome ji taip:
aibés VvirSunes zymime virSuje, o aibés V*“— apacioje. (IS brézinio desinéje) matome, kad tai
pilnasis dvidalis grafas K3 ;. Jis lygus pradiniam grafui G (brézinys kairéje).
a b a C f
e f
d C b d e

9. Nors duotasis grafas tenkina 1-aja 9-osios teoremos salyga, jis netenkina 2-osios salygos:
Zinome (kai n > 3):

n=6; m=9; g=4;

lsalyga. m < 3n—-6 = 9<3%x6—-6 => 9<12 =>Sglygatenkinama

2salyga. m < g;n_—zz) = 0< % => 0<8 => Salyga netenkinama
ISvada:

Todél duotasis grafas néra planarus(vaizduojant Zordano kreivémis jis neturi izomorfisko
vaizdo plokstumoje), remiantis:

a) 9-osios teoremos salygomis
arba

b) remiantis 9-osios teoremos iSvada — ,,<..> dvidalis grafas K;; néra planarus.*

Atsakymas: Duotasis grafas yra dvidalis, bet néra planarus.
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Uzdavinys 3-1. Ar duotasis grafas planarus? Jei taip — pavaizduoti plok$c¢iaji grafa.

Duota: b

Sprendimas:

1. Duotasis grafas tenkina abi 9-osios teoremos salygas (kai n > 3):

Zinome:
n = 6; m = 8§; g =4
lsalyga. m < 3n—6 => 8<3%6-6 => 09<12 =>Salyga tenkinama

2salyga. m < gn2) s g <4(6-2)/4-2 => 8<8 => Salyga tenkinama

ISvada:
Kadangi abi salygos patenkintos, tai apie grafo planaruma nieko negalime pasakyti (jis gali
biiti planarus, bet gali ir nebiiti).
2. Bandome nubrézti grafa plokStumoje(ploksciqji grafq). Jeigu to padaryti nepavykty, grei¢iausiai
mes tiesiog nezinome kaip tiksliai ji nupiesti:

I1

4 ° 111

fl

14

1 zingsnis |:> 2 zingsnis |:> 3 Zingsnis

3. Ploksciaji grafa nubrézti pavyko.

Atsakymas: Duotas grafas yra planarusis. Plok$c¢iasis grafas pavaizduotas.
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Uzdavinys 3-2. Suskai¢iuoti ploks¢iojo grafo valstybiy skai¢iu, kai m=8 ir n=6.

Sprendimas:

1. Kadangi $i grafa imanoma pavaizduoti plokStumoje(duota — grafas yra ploksciasis), galime
suskaiciuoti ir $io grafo valstybiy skaiciy f:
Zinome:
n=6; m=8;
n-m+f = 2;
Skaiciuojame:
f=8+2-6; => f=4
ISvada:

Jei planarusis grafas 3, tai ploksciasis grafas bus sudarytas i§ 4 valstybiu.
Valstybes 4-1. uzd. plok$¢iajame grafe pazymeésime numeriais, atitinkamai: Z, I1, I ir IV.

Atsakymas: Sio ploks¢io grafo valstybiy skaicius yra lygus 4.

Uzdavinys 4. Rasti duoto jungaus grafo karkasini medj .

1. Pasirenkame vir§ing x € V. Pavyzdziui imkime x = a .
2. Sudarome jungaus grafo virStiniy poaibius pagal minimalius atstumus nuo virStnés x:

5 Vo ={y € V:d(xy) =0} = Vy={a} V={4, b, c, d, e, f}
a
. Vi={yeV:dxy) =1} =Vy=i{bd e} V={¥c df}
e
V, ={y eV:dxy) =2} =Ve={chh V=,
Vs ={y e V:dxy)= 3} = V=0 V=g
Vo ={y eV:dkxy) =4} = V=0 V=g
d c |[Vs={€eV:dxy)=5}=Vy=0 V=g
3. Pagal sudarytus virStuniy poaibius sudarome karkasini medji:
a b
o
e f
d c

Atsakymas: Gavome karkasinimedi — G=({a, b, ¢, d, e, f}, {ab, ad, ae, ce, ef} ) .
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Uzdavinys 5. Rasti ekonomi$kaji medj. Pasakyti jo kaina.

Duota:
G yra pilnas 6 eilés grafas, jo virStiniy aibé V={a,b,c,d,ef} , o kainos funkcija f{x) yra tokia:

X |ab |ac | ad | ae | af | bc | bd | be | bf | cd | ce | cf |de | df | ef
fl10] 1| 1] 23 |w| 6|67 2|1]w]|1]3]10

Sprendimas(taikant 1-qji, paieskos pagal maZiausiq kaing, ekon. medzio sprendimo algoritmqg):

1. IeSkome: G'= (V,E") .
2. Susidarome briauny aibiy pagal kainas f(x) = 1,...,s sistema (PG)f(y):
( f(x)=1, (PG), ={ac,ad,ce, de}
fx)=2, (PG),={ae, cd}
fx)=3, (PG); ={af, df}
(PG)jay =4 f(x) =6, (PG)s={bd, be}
fx)=7, (PG); ={bf}
f(x) =10, (PG)yo = {ab}
\ f(x) =0, (PG)e = {bc,cf}

3. Turime:
G =(V,E)
V = (a,b,cde,f)
E = (ab, ac, ad, ae, af, bc, bd, be, bf, cd, ce, cf, de, df, ef)
E'"=E/E , ¢aE, E' ir E" —briauny aibés

4. Imame: bet kurig briaung e; = xy € E su maZiausia kaina:
fe) = i flxy) ;
(PG),={ac, ad, ce, de} . Pvz. xy = ac .
5. Gavome:
e, =ac ir f(e) =1;

E' = (ac)

E" = (% ad, ae, af, bc, bd, be, bf, cd, ce, cf, de, df, ef).
(PG);= ad, ce, de} .

V' =(a,c)

6. IS likusiy briauny iSrenkame pigiausia. Procesa kartojame, jei pasirinkta briauna nesudarys ciklo.

7. Turime ir imame:

(PG) 1={m ad, ce, de}

Gavome:
e, =ad , f(e;) =1, E'= (ac,ad) , V' = (a,cd) |, V' = (a,b, e, f)

8. Turime ir imame:

(PG), = ce, de}
Gavome:
e; =ce, f(e3) =1, E'=(ac,ad,ce) , V' =(a,cd,e) , V' = (a,b, 1)
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9. Turime ir imame:
PG) =N de}
Gavome:
Imti briaunos de negalime, nes gautume cikla decad.  (PG) ;= {{{lQRlREINLE | -
Kadangi (PG);={®}, tai imame f(x) = 2 , t.y. pereiname prie aibés (PG); elementy.

10. Turime ir imame:
(PG),={ae, cd)}
Gavome:
Imti briauny ae ir cd negalime, nes gautume ciklus aeca arba cdac.  (PG) 2Z{M}-
Kadangi (PG),;=(PG),={@}, tai imame f(x) = 3 , t.y. perein. prie aibés (PG); elementy.

11. Turime ir imame:

(PG);={af, df}
Gavome:
e, =af , f(ey) =3, E' =(ac,ad,ce,af) , V' =(a,c,d,e,f) , V'=(ab, )

12. Turime ir imame:
(PG)s={Hll df}
Gavome:
Imti briaunos df negalime, nes gautume cikla dfad. (PG)s={EliR} -
Kadangi (PG);=(PG),=(PG);={?}, tai imame f(x) =6 ,
t.y. pereiname prie aibés (PG)s elementy.

13. Turime ir imame:
(PG)s={bd, be}
Gavome:
es =bd ,f(es) =6,E = (ac,ad,ce,af,bd) ,V' = (a,b,c,d,e, f) ,V'=(

14. Kadangi aibéje V"' né karto nenaudoty vir$iiniy nebeliko, o V'tapo lygus V, tai galime Zinoti,
kad visi bandymai sudaryti medi, naudojant bet kurias likusias briaunas i$ briauny aibiy (PG)g ,
(PG); , (PG)y ar (PG) » , baigsis ciklais.

15. Galime daryti iSvada, jog miisy ekonomiSko medZio kaina yra:
> f(e) = f(ac) + f(ad) + f(ce) + f(af) + f(bd) =1+1+1+3+6=12 .

Atsakymas: Ekon. medis: G° = ({a,b,c,d,e, f} {ac,ad,af,bd,ce}), kaina — 12.
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Uzdavinys 6. Paskaiciuoti duoto medzio Priiferio koda.

D e
NX —>  a=(1,5)

> a=(151)
Xo o [T a=(1,51,5)

Pastaba. Priiferio kodas yra |V| - 2 =4 ilgio.

Atsakymas: Gavome Priiferio koda — a=(1, 5,1, 5).

Uzdavinys 7. Rasti medj pagal duota Priferiokoda: a=(1,5,1,5).

Zinome:  Viriniy yra: V| =| a [+2

Sprendimas: Jungiame ir Saliname maZziausio numerio medZio virStnes, kuriy néra Priiferio kode su
pirmais Priiferio kodo elementais. Kai Priiferio kode elementy nelieka, sujungiame paskutines dvi
likusias vir$iines, i§ virStniy aibés, tarpusavyje. V zingsnyje pildome grafa.

VirSiiniy aibé(V) ir Priiferio kodas(o):

V={l,,3,4,5,6}|::>V={1,,4,5,6}|::>V={1,,5,6}|::>V {1 56}|::>V {@—@}
)

a=(i.5,1,5) a=(51,5) a = (i, 5) a=(5
Grafas:
/2 o3 2
1 / [ I é {4
|:> %ﬁ
[ ]
6 %

Atsakymas: Gavome medi — G=({1, 2, 3,4, 5, 6}, {12, 14, 15, 35, 56} ) .
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